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AVIS 

Sur  cette  nouvelle  Edition, 

ES  Elémens  furent  imprimés  pour  t,a  pre- 
mière fois  in- 12.  en  ly^-G.  On  en  fit  un,e  2.mc 
édition ,  avec  quelques  changemzns,  en  ij^^; 
&  c'efl  d'après  cette  féconde  édition  qu'on 
les  a  toujours  réimprimés.  Mais  V Auteur  -9 
profitant  de  toute  V expérience  qu'il  a  acquife 
dans  Vart  d'enfeigner ,  par  un  exercice  con- 
tinuel de  plus  de  quarante  années  ,  vient  de 
revoir  tout  fon  ouvrage  avec  la  plus  grande 
attention.  Il  en  a  jimplifié  toutes  les  dé- 
monfirations  qui  étaient  fufceptibles  de  l'ê- 
tre  ,  &  corrigé  toutes  celles  auxquelles  on 
auroit  pu  trouver  quelque  difficulté;  de  ma- 
nière qu'à  préfent  tout  y  ejl  à  la  portée  de 
toutes  les  perfonnes  qui  le  liront  avec  un 
peu  a  attention, 

Aux  propofitions  fupprimées  dans  le  ji- 
x'ieme  Livre  ,  comme  étant  inutiles  ,  il  en  a 
fubditué  de  nouvelles  qui  rendent  plus  corn- 
plette  la  théorie  au  cercle;  &  d'autres  qui 9 
quoique  élémentaires ,  nefe  trouvent  quépar- 
fes  dans  différens  Traités  particuliers.  Par 
ce  moyen  ,  il  ne  rejle  dans  tous  les  élémens 
de  Géométrie  que  Von  ne  ceffe  de  publier  de- 
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iv  AVIS 

puis  plus  de  5o  ans,  aucune  proposition  qui 
ne  fie  trouve  dans  cette  nouvelle  édition, 

.  Enfin  ,  V Auteur  y  a  ajoute  fon  Traite 
des  proportions  arithmétiques  y  qui  navoit 
point  encore  été  imprimé  ;  &  quelques  ufiages 
qui  pourront  devenir  d'une  pratique  journa- 
lière ,  &  ne  je  trouvent  nulle  part. 

Ce  qui  nous  refile  à  dire  fiur  cette  nouvelle 
édition  5  cefl  qu'il  ny  a  perfionne  qui  ne 
puififie  entendre  facilement  &  fians  aucun  fie- 
cours  étranger  ,  tout  ce  qui  y  ejl  démontré  ; 

&  lorfiquon  F  aura  bien  compris  y  on  pourra 
fie  flatter  avec  juflice  ,  de  bien  fçavoir  la 


Géométrie. 


A  F  égard  dufieptieme  Livre,  du  huitième  t 
du  neuvième  &  du  dixième ,  que  Von  ne 
trouve  point  ici  fil  y  a  très- longtemps  qu'on 
les  afiupprimés  ;  fiçavoir  le  fieptieme  ,  parce 
qu'il  nefl  quune  répétition  inutile  du  cin- 
quième y  qui  ejl  précifiément  celui  quEu- 
clide  a  le  plus  mal  traité  :  le  huitième  &  le~ 
neuvième  -,  parce  quils  fiont  abfiolument 
étrangers  a  la  Géométrie ,  &  ne  contiennent 
que  quelques  propriétés  des  nombres  qui  fiont 
fort  indifférentes  :  &  le  dixième  ,  parce  qu'il 
ejl  très- long  9  tres-abflrait ,  &  de  la  plus 
parfiaite  inutilité. 


PRÉFACE. 

E  Nil  qui  chaque  année  étend  Tes  eaux 
fur  toute  l'Egypte  ,  enlevé  les  bornes 
des  terres  de  cette  contrée  ;  de  manière 
que  les  propriétaires  font  fouvent  obligés  , 
lorfque  ce  fleuve  "en1  rentré  dans  Ton  lit, 
de  rechercher  le  terrain  qu'ils  pofTédoient 
avant  l'inondation.  Cette  nécefTité  fit  in- 
venter aux  premiers  Egyptiens  ,  les  moyens 
de  mefurer  l'étendue  que  peut  avoir  un. 
certain  efpace ,  ck  ils  donnèrent  à  cet 
art  le  nom  de  Géométrie  ,  qui  en  notre 
langue  fignifie  Mefure  de  la  Terre.  Mais 
cette  fcience  ,  qui  dans  Ton  origine  n'a- 
voit  eu  que  cet  objet  aviez  (impie  ,  fortit 
bientôt  du  limon  du  Nil  où  elle  avoit  pris 
naiflance  ;  ck  devint,  pour  me  fervir  de 
l'expreflion  de  Platon ,  l'une  des  ailes  avec 
lefquelles  l'homme  s'éleva  jufqu'à  ces  glo- 
bes immenfes  qui  roulent  fur  fa  tête.  Alors, 
les  machines  furent  inventées  ;  les  édifices 
les  plus  hardis  furent  élevés;  les  périodes 
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des  aftres  furent  déterminées;  les  courfes, 
les  diftances ,  les  grandeurs  des  planètes  , 
furent  mefurées.  Enfin  ,  on  conftruifit  les 
vaiffeaux ,  &  la  mer  ne  fut  plus  une  bar- 
rière entre  les  Nations  les  plus  éloignées. 
On  a  donné  plufieurs  Traités  d'une 
fcience  dont  on  a  retiré  de  û  grands  avan- 
tages ,  &  qui  en  procure  tous  les  jours  de 
nouveaux.  Mais ,  la  plus  grande  partie 
de  ces  ouvrages  n'a  pas  toute  la  perfection 
que  l'on  pourroit  fouhaiter.  Les  uns ,  trop 
fecs  &  trop  obfcurs ,  font  la  caufe  que  l'on 
fe  dégoûte  de  la  Géométrie  avant  que  de 
la  connoitre  :  les  autres  ,  au  contraire  , 
trop  dénués  du  ilyle  qui  efl  propre  ck  par- 
ticulier à  cette  fcience,  n'ont  ni  l'ordre, 
ni  le  génie  qui  lui  convient.  Àinfi ,  loin 
de  donner  à  l'efprit  l'étendue  ck  la  juflefïe  ? 
qui  font  les  principaux  fruits  que  l'on  doit 
recueillir  de  ce  genre  d'étude  ,  ils  font 
penfer  que  la  Géométrie  eft  auiîi  problé- 
matique que  la  Phyfique.  Et  comme  ces 
deux  fciences  ne  font  pas  également  fédui- 
fantes ,  on  va  quelquefois  jufqu'à  accufer 
la  première  de  manquer  de  fens  commun* -9 

*  Voyeile  n°  n. 
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elle,  qui  eft  le  chef-d'œuvre  du  bon  fens. 

L'abrégé  des  Elémens  d'Euclide  du  P. 
Dechalles ,  n'a  point  le  premier  de  ces  dé- 
fauts. Ce  favant  Mathématicien  ,  en  y  iim* 
plifiant  les  démonstrations,  met  la  Géo- 
métrie à  la  portée  des  perfonnes  qui  veu- 
lent s'inftruire  de  cette  fcience  ;  &  en  joi- 
gnant des  ufages  à  pluiieurs  propositions  , 
il  prévient  le  dégoût  que  l'ignorance  de 
l'utilité  de  ces  mêmes  proportions  pour- 
roit  caufer.  Mais ,  comme  il  étoit  trop 
Géomètre  pour  prévoir  que  l'on  recevroit 
un  jour  des  preuves,  ou  amplement  phy- 
siques *  ou  totalement  arithmétiques ,  pour 
des  démonftrations  géométriques  ,  il  n'a 
pas  toujours  été  attentif  à  ne  démontrer 
qu'en  rigueur  :  &  par-là  ,  il  n'en1  d'aucun 
fecours  contre  ces  démonitrations  vicieu- 
fes  qui  font  devenues  fi  communes ,  qu'il 
efl  bien  rare  que  ceux  qui  n'étudient  la 
Géométrie  que  dans  les  auteurs  modernes , 
deviennent  jamais  Géomètres. 

C'eft  le  deiir  de  remédier  à  ce  dernier 

défaut  qui  m'a  fait  entreprendre  de  démon- 

er  de  nouveau  ces  Elémens  ;  fans  m'avîu* 
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jettir  à  fuivre  ,  m  le  P.  Deehalles,  ni  M. 
Ozanam  ,  ni  aucun  autre  Auteur.  Je  me 
fuis  feulement  propofé  deux  objets  dans 
mon  travail  ,  dont  le  premier  a  été  de  ne 
donner  que  des  démonflrations  qui  eufTent 
toute  la  rigueur  de  celles  des  Anciens  ;  ck 
le  fécond ,  de  me  mettre  à  la  portée  de 
toutes  les  perfonnes  qui ,  par  goût  ou  par 
état ,  veulent  s'appliquer  à  ce  genre  d'é- 
tude. Si  quelques  perfonnes  trouvent  que 
j'aie  employé  plus  de  mots  que  beaucoup 
d'autres  Auteurs  ^  pour  démontrer  quelques 
proportions-,  je  fupplie  ces  perfonnes  de 
ne  mefurer  mes  démonstrations  que^par  la 
durée  du  temps  qu'elles  emploieront  à  les 
comprendre  ;  de  faire  attention  que  j'ai  tou- 
jours démontré  en  rigueur  ;  èk  que  fi  elles 
m'entendent  fans  peine  ,  &  fi  je  n'ai  laifTé 
aucun  voile  fur  les  vérités  que  je  voulois 
découvrir  ,  j'ai  fait  ce  que  je  devois  faire. 
A  l'égard  d'Euclide  ,  de  qui  tes  Eîémens 
portent  le  nom  ^  il  étoit  de  la  ville  de  Me? 
gare ,  vivoit  fous  le  premier  des  Ptolo- 
mées,  environ40o  ans  avant  J.  C;  êk  l'on 
peut  dire  qu'il  n'y; a  eu  de  Géomètres  de- 
puis lui  que  ceux  qu'il  a  formés» 
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NOTIONS     PRÉLIMINAIRES. 

JL  e  s  Mathématiciens  nomment 
Théorèmes ,  les  propofitions  qui  ne 
font  qu'expofer  une  vérité  :  Problè- 
mes,  celles  qui  propofent  quelque 
-chofe  à  faire  :  Corollaires ,  celles 
qui  font  des  conféquences  d'autres 
propofitions  :  &  enfin  Scholies,  cel- 
les qui  ne  font  que  des  remarques. 

Ils  nomment  hypothefe ,  les  con- 
ditions auxquelles  ils  difent  qu'une 
chofe  doit  être  :  &  conféquence ,  ce 
qui  fuit  de  l'hypothefe,  &  qu'il  faut 
démontrer. 

Par  exemple,  dans  cette  propo- 
fition  :  Ji  un  triangle  ejl  équilatéral  7 
fes  trois  angles  font  égaux  ;  cette 
partie  ?  fi  un  triangle  ejl  équilatéral, 
eft  Y  hypothefe;  &  celle-ci,  fes  trois 
angles  font  égaux  ,  eft  la  confé- 
quence,  qu'il  faut  démontrer. 

C'eft  l'ufage  de  terminer  toujours 
la  démonftration  d'une  propofition, 


x  Notions  préliminaires. 
par  la  répétition  de  l'hypothefe  & 
de  la  conféquence.  Mais  ,  pour 
abréger ,  on  défigne  l'un  &  l'autre 
par  ces  quatre  lettres,  C.  Q.  F.  D., 
s'il  s'agit  d'un  théorème;  &  par  ces 
quatre  lettres ,  C.  Q.  F.  F. ,  s'il  efl: 
queftion  d'un  problême.  Les  quatre 
premières  fignifient,  ce  qu  il  fallait 
démontrer;  &  les  quatre  autres  ,  ce 
quilfalloit  faire. 

C'eft  auffi  par  le  même  motif 
de  brièveté  que  nous  nous  fommes 
fervis  de  quelques  lignes,  dont  voici 
l'explication. 

(n)  Signifie  ,  par  le  numéro  qui  ejl 
chiffré  à  la  marge. 

[c]  Signifie,  par  la  conjlruclion. 

[d]  Signifie  ,  par  ce  qui  vient  d'ê- 
tre démontré. 

[h]  Signifie,  par  l'hypothefe. 
[s]  Signifie  ,  par  la  fuppojîtion. 
Juajlérique  *  avertit  que  la  figure 
ejl  indiquée  à  la  marge. 
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APPROBATION. 

'Ai  lu ,  par  ordre  de  M&r  le  Garde  des  Sceaux , 
Les  Elémens  a"  Euclide  du  P*  Déchalles ,  &  de 
M.  Oçanam.)  de  l'Académie  royale  des  Sciences. 
Cette  nouvelle  édition,  corrigée,  ôt augmen- 
tée des  Proportions  arithmétiques,  des  Propor- 
tions géométriques ,  &c.  nous  a  paru  remplir  les 
vues  de  tous  ceux  qui  veulent  s'adonner  à  l'étude 
de  la  Géométrie  ,  &  qui  défirent  de  cette  fcience 
un  Traité  complet,  court  &  facile.  A  Paris,  ce 
5  Août  1775.  MONTUCLA. 


PRIVILEGE    DU    ROI. 

LOUIS  ,  PAS.  LA  GRACE  DE  DlEU,  ROI  DE  FRANCE  ET 
de  Navarre  :  A  nos  Ames  Se  féaux  Confeiliers ,  les 
Gens  tenant  nos  Cours  de  Parlement,  Maîtres  des  Requêtes 
ordinaires  de  notre  Hôtel ,  Grand-Confeil,  Prévôt  de  Pa» 
ris,  Baillifs ,  Sénéchaux  ,  leurs  Lieutenants  civils,  &  au- 
tres nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra  :  Salut.  Notre  amé 
le  fîeur  J  o  m  b  e  r  t,  fils  aine  ,  notre  Libraire  à  Paris, 
Nous  a  fait  expbTer  qu'il  defîreroit  faire  imprimer  8c 
donner  au  Public,  Les  Œuvres  de  Mathématiques  de 
M.  0\anam  3  &  de  M.  Clermont  ,  s'il  Nous  plaifok  lui 
accorder  nos  Lettres  de  Privilège  pour  ce  néceiîaires.  A 
ces  Causes,  voulant  favorablement  traiter  l'Expo- 
fant ,  Nous  lui  avons  permis  8c  petmettons  par  ces  Pré- 
fentes ,  de  faire  imprimer  lefdits  Ouvrages  autant  de  fois 
que  bon  lui  femblera ,  5c  de  les  faire  vendre  Se  débiter  par 
tout  notre  Royaume ,  pendant  le  temps  de  fix  années  con- 
fécutives ,  à  compter  du  jour  de  la  date  des  Préfentes. 
Faifons  défenfes  à  tous  Imprimeurs  ,  Libraires ,  Se  autres 
perfonnes ,  de  quelque  qualité  Se  condition  qu'elles  foient , 
d'en  introduire  d'impreffion  étrangère  dans  aucun  lieu  de 
notre  obéilTance  \  comme  auflï  d'imprimer,  ou  faire  im- 
primer, vendre  ,  faire  vendre  ,  débiter  ni  contrefaire  lefdits 
Ouvrages,  ni  d'en  faire  aucun  extraie,  fous  quelque  prétexte 
que  ce  puilTe  être  ,  fans  la  permiflion  expreiTe  Se  par  écrie 
dudit  Expofant,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui,  à 
peine  de  confifeation  des  Exemplaires  contrefaits ,  de  trois 
mille  Iirres  d'amende   contre  chacun  des  contrevenants  9 
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•dont  un  tiers  à  Nous  ,  un  tiers  à  l'Hôtel-Dieu  de  Paris  9 
8c  l'autre  tiers  audit  Expofant ,  ou  à  celui  qui  aura  droit  de 
lui ,  ôc  de  tous  dépens ,  dommages  ôc  intérêts.  A  la  charge 
que  ces  prêtantes  feront  enregistrées  tout  au  long  fur  le 
regiftre  de  la  Communauté  des  Imprimeurs  ôc  Libraires  de 
Paris ,  dans  trois  mois  de  la  date  d'icelles  j  que  l'impref- 
flîon  dudit  ouvrage  fera  faite  dans  notre  Koyaume  ,  Se  non 
ailleurs  ,  en  bon  papier  ôc  beaux  caractères  ,  conformément 
aux  Règlements  de  la  Librairie  ,  6c  notamment  à  celui  du 
dix  Avril  1715  ,  à  peine  de  déchéance  du  préfent  Privilège  s 
qu'avant  de  les  expofer  en  vente,  le  msnufcrit  qui  aura  fervi 
de  copie  à  l'impreffion  defdits  Ouvrages  ,  fera  remis  dans  le 
même  écat  où  l'approbation  y  aura  été  donnée  ,  es  mains 
de  norre  très-cher  6c  féal  Chevalier,  Garde  des  Sceaux  de 
France  le  fieur  Hue  de  Miromenil  j  qu'il  en  fera  enfuite 
remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique, 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  ,  ôc  un  dans 
celle  de  notre  très-cher  féal  Chevalier  ,  Chancelier  de 
France  le  (îeur  De  Maupeou,  6c  un  dans  celle  dudit  fleur 
Hue  De  Mislomenil^  le  tout  à  peine  de  nullité  des  Pré- 
fentes  :  du  contenu  dcfquelles  vous  mandons  6c  enjoignons 
de  faire  jouir  ledit  Expofant  ôc  fes  ayant  caufe  ,  pleine- 
ment ôc  paisiblement  ,  fans  fourïrir  qu'il  leur  foi.t  fait 
aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  des 
Prcfentes  ,  qui  fera  imprimée  tout  au  long  au  commence- 
ment ou  à  la  fin  dudit  Ouvrage  ,  foie  tenue  pour  dûement 
fignifiée ,  6c  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos 
amés  6c  féaux  Confeilîers  -  Secrétaires  ,  foi  foit  ajoutée 
comme  à  l'original.  Commandons  au  premier  notre  Huif- 
fier  ou  Sergent  fur  ce  requis ,  de  faire  pour  l'exécution 
d'icelles  tous  a£tes  requis  ôc  nécefïaires  j  fans  demander 
autre  permiifion ,  6c  nonobstant  clameur  de  hato  ,  charte 
normande  Se  lettres  à  ce  contraires  :  car  tel  eft  notre  plaiiîr. 
DonnÎ  à  Paris  le  trentième  jour  du  mois  d'Août,  l'an  de 
grâce  mil  fept  cent  foixante-quinze  ,  6c  de  notre  règne 
le  deuxième.  Par  le  Roi  en  fon  Confeil. 

Signé,    LEBEGUE. 

Regijlrê  fur  le  Regïjlre  XX  de  la  Chambre  Royale  & 
Syndicale  des  Libraires  &  Imprimeurs  de  Paris,  nQ  167, 
fol.  6  ,  conformément  au  Règlement  de  1713.  A  Paris  « 
ce  4  Septembre  1775. 

Signé  y  S  AILLANT y  Syndic. 
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LES  ÉLÉMENS 

D'EUCLIDE. 


LIVRE    PREMIER. 

JlLUC  LI D  E  commencé  ce  Livre  par 
définir  les  termes  les  plus  ordinaires  de  la- 
Géométrie  9  &  par  pofer  les  principes  fur 
lefquels  il  doit  fonder  toutes  fes  démonf 
trations.  Il  confidere  enfuite  les  triangles  ; 
détermine  les  conditions  auxquelles  on  doit 
conclure  V égalité  de  leurs  angles ,  de  leurs 
cotés  &  de  leurs  furfaces  ;  &  enfeigne  la. 
manière  de  fe  fervir  de  ces  figures ,  pour 
réfoudre  les  problêmes  les  plus  jimples  de 
la  Géométrie,  Il  pœjffe  aux  lignes  parallè- 
les ;  examine  à  quelles  marques  on  peut  con- 
noître  fi  des  lignes  le  font  ;  confidere  les 
propriétés  de  ces  lignes  ;  en  déduit  une  de$ 
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plus  conjidèmbhs  des  triangles  ;  &  natu* 
tellement  conduit  aux  parallélogrammes  , 
qui  font  des  figures  formées  par  ces  mêmes 
lignes  9  il  en  expofe  aufjz  plufieurs  proprié- 
tés ;  démontre  quelques-uns  des  cas  auxquels 
ils  font  égaux  9  &  donne  des  règles  pour 
transformer  en  parallélogramme  une  figure 
recliligne  quelconque.  Il  termine  enfin  ce 
Livre  par  la  fameufe  propojîtion  du  quarrê 
de  Vhypoténufe  ,  Vune  des  plus  belles  6*  des 
plus  utiles  de  la  Géométrie  ;  &  qui  caufa  , 
dit- on  ,  tant  de  plaifir  à  Pythagore  ?  lorfi* 
qu'il  Veut  trouvée ,  quil  offrit  aux  Mufes 
un  facrifice  de  cent  bœufs  ,  pour  les  remer- 
cier de  la  faveur  qu'elles  lui  avoient  faite^ 
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DÉFINITIONS, 

N°  i.  A    Géométrie  eu  une   fçience 

JLj  qui  confîdere  détendue* 

2.  Ce  qui  eft  étendu  peut  ne  l'être 
qu'en  un  fens ,  c'eft-à-dire  n'avoir  que  de 
îa  longueur.  Il  peut  l'être  en  deux  fens, 
c'eft-à-dire  avoir  en  même  temps  de  la 
longueur  &  de  la  largeur  -j*.  Enfin  il  peut 
l'être  en  trois  fens  9  ç'eft-à-dire  avoir  en 

f  ta  largeur  fe  nomm«  awîi  la  hwmt<> 
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même  temps  de  la  longueur  9  de  la  largeur 
ik  de  Vêpaiffeur  -j*. 

Par  exemple ,  la  dijlance  d'un  lieu  à  un 
autre  n'efi  que  longue  :  ce  que  nous  voyons 
du  plancher  d'une  chambre  ejl  en  même  temps 
long  &  large  :  un  mur  ejl  en  même  temps 
long,  large  &  épais. 

Ainfi  il  y  a  trois  genres  d'étendues. 

3.  La  longueur,  la  largeur  Se  PépahTeut 
fe  nomment  chacune  Dimenjîon* 

On  entend  ici  par  le  terme  de  Dimenfîon  9 
la  dijlance  de  Vun  des  côtés  d'une  étendue 
au  côté  oppofé.  Ainfi ,  la  grandeur  d'une 
étendue  dépend  de  la  grandeur  de  chacune  d& 
fes  dimenfions. 

4.  On  nomme  Point  ce  qui ,  confidéré 
dans  l'étendue,  n'a  aucunes  parties, 

Lorfque  les  Géomètres  veulent  indiquer  un. 
certain  endroit  d'une  étendue  9  ils  donnent 
à  cet  endroit  le  nom  de  Point  géométrique  , 
eu  feulement  de  Point.  Or  cet  endroit  9 
t'efl-à-dire  ce  Point ,  n'a  aucunes  parties m 
Car 9  s'il pouvoit  en  avoir,  chacune  indique- 
roit  un  endroit  différent  de  celui  que  l'on 
voudroit  indiquer.  Ainfi \  il  ne  détermine- 
roit  que  d'une  façon  vague  l'endroit  dont  il 
s'agiroit.  Il  faudroit  donc  alors  ,  pour  dê~ 
terminer  rigoureufement  cet  endroit  9  l'indu 

t  L'éçaïffeur  fe  nomme  aufîi  la  profondeur. 
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quer  par  telle  ou  telle  partie  d'un  tel  Point, 
Mais  cette  telle  ou  telle  partie  auroit  elle- 
même  des  parties ,  ou  elle  nen  auroit  pas.  Si 
elle  rien  avoit  pas^  ce  feroit  elle  qui  fer  oit 
alors  ce  que  Von  doit  entendre  par  un  Point 
géométrique  ;  puif que  ce  feroit  alors  elle  qui 
détermineroit  rigoureufement  £  endroit  dont 
il  s'agiroit  ,  &  que  le  Point  par  lequel  on 
F  auroit  indiqué  d'abord  5  ne  F  auroit  déter- 
miné  que  confufément.  Par  conféquent  ce 
dernier  Point  ne  feroit  plus  ce  que  Von  en- 
tend par  un  Point  géométrique^ 

Si  au  contraire  cette  telle  ou  telle  partie 
pouvoit  avoir  elle-même  des  parties  ,  on  fe~ 
roi t  fur  elle  le  même  raifonnement  que  Von 
yient  de  faire  fur  un  Point  auquel  on  auroit 
pu  en  fuppofer  ;  &  ainjï  de  fuite  à  V infini. 
JDonc ,  le  Point  géométrique  efl  rigoureufe- 
ment indiyifible  ;  &  par  conféquent  il  ne 
peut  avoir  aucunes,  parties. 

Mais ,  puifque  le  Point  géométrique  ne 
peut  avoir  aucunes  parties  ,  on  le  conçoit , 
fans  que  Ton  puiffe  cependant  s'en  former 
fucune  image  ;  ni  par  conféquent  le  figurer. 
Ainfî  3  Von  efl  forcé  de  le  repréf enter, par  le 
Point  phyfîque  *,  que  Von  çonjidere  alors 

*  En  phyfîque ,  on  nomme  Point,  un  corps  ou  une  fuis 
face ,  dont  chaque  djmenfîon  eft  infiniment  petite  ^. 

*[  Ces  exprefïîons  ,  infiniment  petit  ,  infiniment  grand ,   &e.  ne  fignifienl 
ftltfre  chefe  que  le  plut  petit  ou  U  plus  grand  que  l'on  puiffe  s'imaginer. 
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comme  s'il  étoit  réellement  le  Point  géomé- 
trique; quoique  ,  quelque  petit  que  F  on  puijfé 
fuppofer  un   Point  phyjique  9  il  foit   tou- 
jours effectivement  étendu  3    au  moins  en 
deux  fens, 

5 .  On  nomme  Ligne  5  ce  qui  n'eft  étendu 
qu'en  un  fens. 

La  dijlance  d'un  lieu  à  un  autre ,  ou  x  jî 
Von  veut  5  celle  d'un  point  à  un  autre  ? 
donne  une  idée  tres-exaclé  de  ce  que  les  Geo* 
mètres  entendent  par  une  Ligne.  Car  la  dis- 
tance £un  lieu  a  un  a.utre  nef  certainement 
étendue  quen  un  fens  ;  pulfqu  elle  nejî  autre 
chofe  que  la  longueur  de  Vefpace  qui  ejl  com- 
pris entre  ces  deux  lieux  ,  &  quelle  eji  àb°« 
folîiment  indépendante  des  deux  autres  fens 
en  lefquels  ce  même  efpace  eji  étendu.  Or 
cette  longueur  ejl  précijément  ce  que  Von  doit 
entendre  par  une  Ligne, 


qu 

feur;  car ,  fi  elle  en  avoit,  elle  jer oit  alors 
étendue  en  deux  j'ens  9  ou  en  trois  fens  ^  & 
par  conféquent  elle  ne  feroit  plus  une  Ligne, 
Mais  9  puifque  la  Ligne  géométrique  nejl 
quune  longueur  ,  on  la  conçoit ,  fans  que 
Von  puijfe  cependant  s'en  former  aucune 
image  ;  ni  par  conféquent  la  figurer,  Ainfi^ 
Von  ejl  aujji  forcé  de  la  repréf enter  par  la 

A  iij 
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ligne  phyjique  _,  que  Von  confidere  alors 
comme  n'ayant  réellement  aucune  largeur ; 
quoique ,  quelque  étroite  que  Von  puiffe  fup- 
pofer  une  Ligne  phyjîque ,  elle  foit  toujours 
effectivement  étendue  9  au  moins  en  deux 
fens. 

C  O  R  O  LL  A  IRE. 

6.  Il  fuit  de  cette  définition  >  que  les  ex- 
trémités d'une  ligne  font  des  points. 

Démonftration.  Les  extrémités  d'une  li- 
gne ne  font  étendues ,  ni  en  deux  fens ,  ni 
N.  y.  ezz  trois  fens  ;  puifque  (n)  les  lignes  ne  le 
font  qu'en  unfeul.  Elles  ne  font  point  non 
plus  étendues  en  un  fens  ;  puifque  fi  elles 
N.  >  rétoient ,  elles  feroient  des  lignes  (n).    Or 
Pig.  i.  les  extrémités  A  &  B*  d'une  ligne  AB9  ne 
font  point  des  Vignes  ;  puifque  fi elles  étoient 
des  lignes ,  par  exemple  AC  &  BD  ,  elles 
auroient  des  extrémités  A&C^B&D; 
&  par  conséquent  elles  ne  feroient  point 
celles  de  la  ligne  AB ,  mais  ce  feroient  leurs 
extrémités  A  &  B  qui  le  feroient.  Ainfi  9 
les  extrémités  d'une  ligne  ne  font  étendues 
en  aucun  fens  :  donc  elles  n'ont  aucunes 
H.  4.  parties  ;  &  par  conféquent  (n)  elles  font 
des  points. 

Donc,  C.Q.F.D. 
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7.  On  nomme  Ligne  droite  •{*,  celle  qui 
va  directement  d'un  point  à  un  autre. 

La  ligne  AB  *,  qui  en  allant  du  point  Â^  Xt 
au  point  B  ne  fait  aucun  détour  5  ejl  une 
ligne  droite* 

8.  On  nomme  Ligne  courbe,  celle  qui 
ne  va  directement  d'un  point  à  un  autre 
en  aucune  de  Tes  parties. 

La  ligne  CD*,  qui  en  allant  du  point  Cvk*  u 
au  point  D  fe  détourne  continuellement  di 
la  ligne  droite ,  ejl  une  ligne  courbe. 

9.  On  nomme  Surface  *f  ^  ce  qui  n'eft 
étendu  qu'en  deux  fens. 

Rien  ne  peut  aufji  donner  une  idée  de  la 
fur  face  3  qui  foit  plus  fimple  &  plus  exacte  9 
que  de  la  définir  ,  ce  que  l'on  voit  d'un 
corps.  Car  ce  que  Von  voit  d'un  corps  rfefl 
certainement  étendu  qu'en  deux  fens  ,  &  n'a 
par  conféquent  que  de  la  longueur  &  de  la 
largeur. 

Corollaire. 

I  o.  //  fuit  de  cette  définition  9  que  les 
extrémités  d'une  iurface  font  des  lignes. 

Démonfr.  Les  extrémités  d'une  furface 
ne  font  point  étendues  en  trois  fens  ;  puif- 

"\  Euclide  ne  confidere  que  les  lignes  droites» 
%  La  fucfoçe  fe  nomme  vafiifuperficie  &  cure, 
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N«  5.  que  (n)  les  furfaces  ne  le  font  quen  deux. 
Elles  ne  font  point  non  plus  étendues  en 
deux  fens  ;  puifque  fi,  elles  Vétoient  ?  elles 

xi'9-feroient  des  furfaces  (n).  Or  les  extrémités 
Kg.  3.  AD*,BC ,  &c.  d'une  furf ace  AC \  ne  font 
pointmdfs  furfaces  ;  puifque  fi  elles  étoient 
des  flirfaces ",  par  exemple  A  F,  GC ,  &c. 
elles  auroient  des  extrémités  AD  9  EF,  BC9 
G  H  y  &c.    Par  conféquent  elles  ne  f croient 
point  celles  de  la  fur  face  AC  ^  mais  ce  fe- 
raient  leurs  extrémités  AD  5  BC \  &c.  qui 
le  feraient,    Ainfi  les  extrémités  d'une  fur- 
face  ne  font  étendues  ni  en  trois  fens  _,  ni 
en  deux  fens.  Cependant  elles  font  étendues» 
Car,  puifque  les  furfaces  le  font  en  deux  fens 

N.  <?.  (n),  il  faut  néceffairement  que  ce  qui  termine 
Vun  de  ces  deux  fens  foit  étendu  en  Vautre* 
Donc  elles  ne  font  étendues  quenunfens; 

N.  5 .  &  par  conféquent  (n)  elles  font  dès  lignes. 
Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 

Scholil 

1 1 .  Prefque  tous  les  nouveaux  Elémens  de 
Géométrie  font  confidérer  la  ligne  comme 
compofée  de  points  mis  les  uns  aux  bouts  des 
autres  ;  la  furface  9  comme  compofée  de  li- 
gnes couchées  les  unes  à  côté  des  autres  ;  & 
le  corps ,  comme  compofé  de  fugues  pofées 
les  unes  fur  les  autres .  Mais  UXm  °bferver 
que  les  Auteurs  de  ces  Elémensjfit  prefqm 
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■    tous  des  Phyjîciens  ;  &  quen  cette  qualité 
ils  confiderent  la  ligne  comme  ayant  une  lar~ 
geur  infiniment  petite ,  &  lafurface ,  comme 
ayant    une     êpaiffeur    infiniment    mince, 
Ainfi^  dans  leur  hypothefe  ,  la  ligne  ejl  réel- 
lement une  furfiace  infiniment  étroite  9  &  la 
furface  un  corps  infiniment  mince.  Parcon- 
fêquent,  il  ny  a  aucune  ab fur  dite  dans  la, 
manière  dont  on  vient  de  dire  qu'ils  font 
conjidérer  &  la  furface  &  le  corps.  Ils  na- 
yanceroient  non  plus  rien  de  contradi&oire  9 
enfaifant  conjidérer  la  ligne  comme  cornpo- 
fée  de  points  mis  les  uns  aux  bouts  des  au- 
tres ,  fi  par  ces  points  ils  entendoient  des 
points phyfiques  * .  Mais  ceft  précifément  ce 
qu'ils  ne  font  pas ,  puifqu'ils  confervent  au 
point  la  même  définition  que  les  Géomètres 
lui  donnent.  Or^y  a-t-il  rien  de  plus  abfurde 
que  de  prétendre  qu'en  mettant  les  unes  aux 
bouts  des  autres  des  ckofes  qui  pont  abfo- 
lument  aucune  étendue  9  il  en  réfulte  une 
longueur  ? 

Cependant  un  grand  nombre  de  leurs  dé- 
moîiprations  juppofent  cette  abfurdité;  & 
comme  elles  ne  font  même  la  plupart  que 
des  dêmonjlration  s  purement  phyfiques  3  elles 
font  très-fufceptibles  d'être  contredites.  Aufjî 
plufieurs    Auteurs  célèbres  ?  qui  dans  leurs 

*  Voyt\  la  première  pote  du  n°  4. 
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écrits  ont  parlé,  des  différents  degrés  de  cent~ 
tude  des  connoiffances  humaines ,  &  qui  ne 
Gonnoiffent  la  Géométrie  que  par  ce  qu'ils  en 
ont  lu  dans  les  nouveaux  Elémens ,  fou- 
tiennent  que  non-feulement  les  vérités  géo- 
métriques ne  font  que  des  vérités  de  conven- 
tion ;  mais  de  plus  9  que  la  Géométrie  elle- 
même  ejl  une  fcience  pleine  d?ahfurditês  9 
étant  toute  fondée  fur  la  fuppojition  que 
l'étendue  réfulte  de  ce  qui  nen  a  point  ; 
cefl- à- dire  du  point  mathématique  ,  qui  na 
ni  longueur ,  ni  largeur,  ni  épaiffeur.  Que 
nous  rejleroit-il  donc  de  certain  9  fî ,  égares 
par  des  définitions  trop  peu  exactes  ,  on 
parvenoit  a  nous  faire  aufji  douter  même  des 
vérités  géométriques  ? 

Il  refaite  encore  un  autre  inconvénient 
de  F  abus  qui  a  introduit  la  Phyfique  dans 
la  Géométrie;  cefl  que  les  perfonnes  qui 
n  étudient  cette  dernière  fcience^  que  dans 
tes  nouveaux  Elémens ,  perdent  les  princi- 
paux avantages  qu'ils  pourroient  retirer  de 
cette  étude  ,  qui  font  ceux  de  fe  former  le 
raifonnement  9  &  de  fe  rendre  Fefprit  jujle, 

12.  On  nomme  Surface  plane  *{*,  celle 
que  tous  les  points  d'une  ligne  droite  tou- 
cheroient  au  même  inftant ,   en  quelque 

"\  La  furface  plane  fe  nomme  auffi  Wglani  Eucîide  E*g 
eonfidere  que  ces  furfaces, 
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fens  que  Ton  posât  cette  ligne  fur  cette 
furface. 

Lorfque  Von  veut  s'affurer  qu'une  furface 
ejl plane  ,  on  lui  applique  une  règle  en  diffé- 
rents fens  ;  &  Von  examine  à  chaque  pofi- 
tion  fi  cette  règle  la  touche  par-tout.  Les 
ouvriers  ne  s'y  prennent  point  autrement 
pour  reclifier  leurs  ouvrages» 

13.  On  nomme  Surface  courbe,  celle 
que  tous  les  points  d'une  ligne  droite  ne 
toucheroient  point  au  même  inftant ,  fi 
l'on  pofoit  cette  ligne  fur  cette  furface  en 
un  certain  fens. 

14.  On  nomme  Angle  ^  9  l'ouverture   . 
de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun. 

L'ouverture  des  lignes  BA  *  &  BC9  quivig,  4, 
ont  le  point  B  commun  ,  ejl  un  angle. 

15.  On  nomme  Cotés  d'un  angle,  les 
deux  lignes  qui  le  forment. 

Les  lignes  BA  *  &  BC ,  font  les  côtés  Fig,  4, 
de  V angle  B. 

16.  On  nomme  Sommet  d'un  angle,  îe 
point  qui  eit  commun  à  fes  côtés. 

Le  point  B*,  qui  efl  commun  aux  lignes  pïg,  4. 
BA  &  BC,  ejl  le  fommet  de  V angle  B. 

^  L'angle  que  l'on  définit  ici  fe  nomme  angle-plan , 
pour  le  diftinguer  d'un  angle  d'un  autre  genre ,  dont  ii 
«teft  yarlé  qu'au  onzième  Livre, 
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S  C  H  O  LIE      I, 

17.  Lorfque plujieurs  angles  ont  le  même 

fommet ,  0/2    Zm  indiqué  par  leurs  côtés; 

parce  que  la  lettre  qui  ejl  à  leur  fommet  n'en 

défigneroit  aucun  en  particulier,  Ainfi^pour 

indiquer  V angle  qui  e(l  à  la   droite  de  la 

rîg.  j.  ligne  AB* ,  on  dit  9  l'angle  formé  par  les 

lignes  AB  8c  BC  ;  &  pour  indiquer  celui 

qui  ejl  à  la  gauche  de  la  même  ligne  ,  on  dit  r 

l'angle  formé  par  les  lignes  AB  &t  BD. 

Mais  on  abrège  ordinairement  cette  expref- 

Jion ,  en  difant  feulement  l'angle  ABC  pour 

indiquer  le  premier 9  &  l'angle  ABD  pour 

indiquer  le  fécond.  Remarque^  que  lorfquon 

fe  fert  de  cette  exprefjion  abrégée ,  la  féconde 

lettre  ejl  toujours  celle  du  fommet  de  l'angle 

dont  il  s9 agit. 

SCHOLIE      Iï. 

%•  4*  18.  Si  Von  fait  tourner  la  ligne  RC  * 
autour  du  point  B ,  de  manière  que  ce  point 
foit  toujours  F  extrémité  commune  des  lignes 
BA  &  BC,  plus  le  point  C  s'éloignera  du 
point  A  ,  plus  V ouverture  de  ces  lignes  fera 
grande  y  &  plus  il  s'en  approchera ,  moins 
elle  le  fera,  Ainfl ,  la  grandeur  de  cette  ou- 
verture dépend  de  la  pofltion  refpeciive  des 

K.  14.  lignes  qui  la  formant*  Mais  (n)  cette  ou~. 
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verture  eji  un  angle  dont  (n)  ces  lignes  font  n.  r?. 
les  côtés.  Donc  la  grandeur  d'un  angle  dé- 
pend de  la  pojîtion  refpeclive  de  fes  côtés  ; 
&  par  conféquent ,  quelque  augmentation 
ou  diminution  que  Von  faffe  aux  côtés  d'un 
angle  9  on  n  augmente  ni  ne  diminue  cet  an- 
gle ;  puifque  ni  cette  augmentation  ?  ni  cetU 
diminution ,  ne  change  la  pojîtion  refpeclive 
de  fes  côtés» 

19.  On  nomme  réciproquement  Lignes 
perpendiculaires  ?  deux  lignes  qui  le  ren- 
contrent de  manière  que  l'une  forme  avec 
l'autre ,  prolongée  s'il  eft  néceftaire ,  deux 
angles  égaux. 

La  ligne  AB* ,  qui  forme  avec  la  ligne  Fig,  ^ 
DC  deux  angles  égaux  ABC  &  ABD 3  eji 
perpendiculaire  à  cette  ligne  DC, 

20.  On  nomme  réciproquement  Lignes 
obliques ,  deux  lignes  qui  Te  rencontrent 
de  manière  que  Fune  forme  avec  l'autre,, 
prolongée  s'il  eft  néceflaire  ,  deux  angles 
inégaux. 

Lh  ligne  AB  *,  qui  forme  avec  la  ligne  Fîg,  j, 
DC  deux  angles  inégaux  ABC  &  ABD  y 
eji  oblique  à  cette  ligne  DC. 

21 .  On  nomme  Angle  droit ,  celui  dont 
l'un  des  côtés  eft  perpendiculaire  à  l'autre. 

IJ  angle  A*  eji  droit*  .  Fîg.  7, 
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22.  On  nomme  Angle  obtus,  celui  qui 
eft  plus  grand  9  c'eft-à-dire  plus  ouvert , 
qu'un  angle  droit. 

fig.  ».     L  Angle  B*  eft  obtus. 

23.  On  nomme  Angle  aigu  >  celui  qui 
eft  plus  petit  r  c'eft-à-dire  moins  ouvert,, 
qu'un  angle  droit. 

*»g.  9*      U angle  C*  efldSgu. 

24.  On  nomme  Terme  9  l'extrémité 
d'une  étendue. 

25.  On  nomme  Figure,  une  étendue 
qui  eft  terminée  de  tous  les  côtés. 

26.  On  nomme  Figures  égales  y  celles 
qui  contiennent  des  efpaces  égaux. 

S  C  H  O  L  IE. 

27.  Il  ne  faut  point  confondre  les  figures 
■égales  avec  les  figures  femblables.  Par  exem- 
ple y  une  figure  de  trois  côtés ,  qui  contient 
autant  d'efpace  quune  de  quatre  9  ejl  égale 
à  cette  figure  de  quatre  côtés ,  &  ne  lui  tfi 
point  femblable.  Un  petit  cercle  9  au  con- 
traire ,  e fi  femblable  à  un  grand  9  &  ne  lui 
ejl  point  égal.  On  verra  au  Jixieme  Livre 
les  conditions  q,ue  des  figures  doiv/ent  avoir 
pour  être  femblables. 

28.  On  nomme  Cercle  7  une  figure  plane 
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qui  eft  terminée  par  une  feule  ligne ,  dont 
tous  les  points  font  également  éloignés 
d'un  certain  point  de  cette  figure,  . 

La  figure  X*  efl  un  cercle,  Pjg6  l0u 

29.  On  nomme  Circonférence  \  d'un 
cercle ,  la  ligne  qui  le  termine, 

La  ligne  ABDE  *  eji  la  circonférence  Fîg,  10» 
du  cercle  X. 

30.  On  nomme  Arc  de  cercle ,  une  par- 
tie  quelconque  de  la  circonférence  d'un 
cercle. 

La  partie ,  par  exemple  AB  *9  de  la  cir-  Fig,  *©, 
conférence  du  cercle  X,  eji  un  arc  de  cercle, 

3  1.  On  nomme  Degré,  un  arc  de  cercle 
qui  efl  la  360e  partie  de  la  circonférence 
d'un  cercle  ;  Minute ,  un  arc  de  cercle  qui 
eft  la  60e  partie  d'un  degré  ;  Seconde  3  imi 
arc  de  cercle  qui  eft  la  60e  partie  d'une  mi- 
nute ;  Tierce ,  un  arc  de  cercle  qui  eft  la  60^ 
partie  d'une  féconde  ;  &  ainfi  de  fuite. 

32.  On  nomme  Centre  d'un  cercle  ,  le 
point  qui  eft  également  éloigné  de  tous 
les  points  de  îa  circonférence  de  ce  cercle. 

Le  point  C*  eji  le  centre  du  cercle  X.      né,  t^ 

f  Le  nom  de  circonférence  fe  donne  non-feulement  à 
îa  ligne  qui  termine  un  cercle  >  mais  aafîî  à  toute  ligne 
qui  termine  une  furface  quelconque.  Une  circonférence 
le  DQmme  auflî  un  périmètre ,  un-e  périférie  9  &  un  çhxmu 
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33.  On  nomme  Diamètre  d'un  cercle % 
une  ligne  droite  quelconque  qui  pafle  par 
le  centre  de  ce  cercle ,  &  eft  terminée  de 
part  &  d'autre  par  fa  circonférence. 

'£• xo»      La  ligne  AD  *  eji  un  diamètre  du  cer- 
de  X, 

34.  On  nomme  Rayon  d'un  cercle ,  une 
ligne  droite  quelconque  qui  eft  tirée  du 
centre  de  ce  cercle  à  fa  circonférence. 

îg.  iô.       La  ligne  CE  *  eji  un  rayon  du  cercle  Xh 

Corollaire. 

3  5 .  Il  fuit  des  Nos  28,32,  33  &  }4  , 
Premièrement ,  ^«e  tous  les  diamètres  d'un 
même  cercle  font  égaux  ;  fecondement  9 
que  le  rayon  d'un  cercle  eft  la  moitié  de 
fon  diamètre  ;  troijîèmement  enfin  5  que  tous 
les  rayons  d'un  même  cercle  font  égaux. 

36.  On  nomme  Demi-cercle  ,  une  figure 
plane  qui  eft  terminée  par  la  moitié  de  la 
circonférence  d'un  cercle  ,  ck  par  fon  dia- 
mètre. 

fïg.  ii,      La  figure  Y*  eft  un  demi-cercle. 

S  C  H  O  L  I  E. 

37.  On  peut  toujours  conjidêrer  un  angle 
Fîg.  ii.  quelconque  BAC*^  comme  ayant  été  formé 

par  une  ligne  droite  AC  ,  qui ,  après  avoir 
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été  pofêe  fur  une  autre  AB ,  s* en  f croit 
écartée  vers  C  9  en  tournant  autour  du  point 
fixe  A  9  qui  eft  le  fommet  de  cet  angle;  & 
en  décrivant  avec  fies  autres  points  E  9  G  9 
C 9  &c.  des  arcs  de  cercle  DE  ,  FG  _,  BC 9 
&c.  qui  ont  ce  même  point  A  pour  centre  9 
&  font  compris  entre  les  côtés  AB  &  AC 
de  ce  même  angle. 

Mais  fi  une  ligne  droite  AC '9  ayant  Tune 
quelconque  A  de  fes  extrémités  fixe  9  fait  une. 
révolution  entière  autour  de  cette  extrémité  9 
chacun  de  fes  autres  points  E  ,  G ,  C ,  &ca 
décrit  une  circonférence  de  cercle  :  fi  elle  ne 
fait  que  la  moitié  d'une  révolution  9  chacun 
de  fes  autres  points  ne  décrit  que  la  moitié 
d'une  circonférence  :  fi  elle  ne  fait  que  le 
tiers  d'une  révolution  9  chacun  de  fes  autres 
points  ne  décrit  que  le  tiers  d'une  circonfé- 
rence ;  &  ainfii  de  fuite. 

Donc  9  lorfque  des  arcs  de  cercle  DE  9 
F  G  ,  BC \  &c.  ont  pour  centre  le  fommet  A 
d'un  angle  quelconque  BAC ,  &  font  com- 
pris entre  les  côtés  AB  &  AC  de  ce  même 
angle  9  le  premier  DE  eft  même  partie  de 
la  circonférence  du  cercle  dont  AD  efil  le 
rayon  9  que  le  fécond  FG  l'eft  de  la  circon- 
férence du  cercle  dont  A  F  ejl  le  rayon ,  que 
le  troifieme  B  C  Veft  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  A  B.  eft  le  rayon;  &  ainfi  de  v 
fuite.  Par  confêquent  tous  ces  arcs  font 
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femblables;  c*ejl-à-dire  9  font  chacun  £  un 
même  nombre  de  degrés. 

Ainfi,  fi  Vun  quelconque  des  arcs  \E  9 
•n  G  ,  PC ,  &c.  d'un  angle  PAC^r,  ejl  d'au- 
tant de  degrés  que  Vun  quelconque  des  arcs 
Z?k,  Fm  9  BO  9  &c.  d'un  autre  angle 
BAO  ;  le  chemin  que  le  point  C  ejl  fuppofé 
avoir  fait  pour  s'avancer  de  P  en  C ,  ejl  égal 
à  celui  que  le  point  O  ejl  aufjî  fuppofé  avoir 
fait  pour  s* avancer  de  B  en  O,  Donc  9  la 
ligne  A  C  s'ejl  alors  autant  écartée  de  la 
ligne  AP  en  tournant  autour  du  point  fixe 
A  ,  que  la  ligne  AO  s' ejl  écartée  de  la  ligne 
AB  en  tournant  autour  du  même  point* 
Par  confêquent  l'angle  PA  C  que  forment 
tes  deux  premières  ,  ejl  égal  à  l'angle  BAO 
qui  ejl  formé  par  les  deux  dernières. 

Pareillement ,  fi  l'un  quelconque  des  arcs 
\lE  9mG 9  OC ,  &c.  d'un  angle  OAC 5  efl 
de  deux  fois  autant  de  degrés  que  Vun  quel- 
conque des  ars  D\9  F  m  ,  B  O ,  &c.  d'un 
autre  angle  B  A  09  le  premier  angle  efl  double 
du  fécond  :  Ji  l'un  quelconque  des  arcs  D  E 
FG9  BC 9  &c.  d'un  angle  BAC,  ejl  de 
trois  fois  autant  de  degrés  que  l'un  quelcon- 
que des  arcs  Dk9  F  m,  B  09  &c,  d'un  au- 

j"  On  nomme  arcs  d'un  angle,  des  arcs  qnî  ont  le  fonv- 
met  de  cet  angle  pour  centre,  &  font  compris  entre  les 
côtés  de  ce  même  angle. 
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tre  angle  BAO  ;  le  premier  angle  eft  triple 
du  fécond;  &  ainfi  de  fuite. 

Donc ,  la  mefure  naturelle  d'un  angle  , 
en1  un  arc  de  cercle  quelconque  compris 
entre  les  côtés  de  cet  angle  ,  ck  décrit  de 
fon  fommet  pris  pour  centre;  ck  le  nom- 
bre des  degrés  de  cet  arc  ,  eft.  la  valeur  de 
ce  même  angle. 

Par  exemple  ,  la  mefure  de  F  angle  BAC, 
ejî  celui  des  arcj  DE  ,  F  G ,  &c.  que  Von 
veut  ;  6"  le  nombre  des  degrés  que  cet  arc 
contient  ?  efl  la  valeur  de  cet  angle. 

Corollaire. 

38.//  fuit  de  cette  fcholie  9  qu'un  angle 
droit  efl  de  90  degrés. 

Démonfr.  Lorfquun  angle  efl  droit ,' 
tare  de  cercle  qui  ejl  décrit  de  fon  fommet  9 
&  compris  entre  fes  côtés ,  ejl  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  cercle.  Or  (n)  le  quarts.  31, 
de  la  circonférence  d*un  cercle  ejl  de  90  de- 
grés. Donc  un  angle  droit  efl  de  90  degrés. 

39.  On  nomme  Complément  d'un  angle, 
la  différence  de  cet  angle  à  90  degrés  ;  &C 
Supplément  d'un  angle ,  la  différence  de 
cet  angle  à  180  degrés. 

40.  On  nomme  Figure  recliligne ,  celle 
qui  n'eft  terminée  que  par  des  lignes  droi- 
tes, 
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On  tire  la  dénomination  des  figures  9  ou 
du  nombre  de  leurs  côtés  ,  ou  de  celui  de  leurs 
angles.  Or  ,  lorfque  Von  tire  la  dénomina- 
tion d'une  figure  du  nombre  de  fies  cotés  5  on 
nomme  : 

41,  Trilatere  ou  Tri  ligne  9  une  figuré 
qui  a  trois  côtes;  Quadrilatère  ou  Quadri- 
ligne  ,  celle  qui  en  a  quatre  ;  Figure  de 
vingt  côtés  9  celle  qui  en  a  vingt;  de  cent 
côtés ,  celle  qui  en  a  cent;  &  en  général 
Multilatere ,  celle  qui  en  a  plufieurs* 

Et  lorfque  Von  tire  la  dénomination  d'une 
figure  du  nombre  defes  angles  y  on  nomme  : 

Trigone  ouTriangle,  une  figure  qui  a  trois 
angles  ;  Tétragone  ,  celle  qui  en  a  quatre  ; 
Pentagone ?  celle  qui  en  a  cinq;  Exagone 9 
celle  qui  en  a  fix  ;  Eptagone ,  celle  qui  en 
a  fept  ;  Octogone,  celle  qui  en  a  huit; 
Ennéagone ,  celle  qui  en  a  neuf;  Déca-* 
gone  y  celle  qui  en  a  dix  ;  Endécagone , 
celle  qui  en  a  onze  ;  Dodécagone  ,  celle  qui 
en  a  douze  ;  Pentédécagone  ,  celle  qui  en  a 
quinze;  &  en  général  Polygone y  celle  qui 
en  a  plusieurs. 

On  tire  aujfi  la  dénomination  des  trian- 
gles ,  ou  de  leurs  côtés  ,  ou  de  leurs  angles. 
Or9  lorfque  Von  tire  defes  côtés  la  dénomi- 
nation dhm  triangle  ^  on  nomme  : 
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41.  Triangle  équilatéral,  celui  dont  tous 
les  côtés  font  égaux. 

Le  triangle  A  *  ejl  équilatéral.  F»g»  *3« 

43.  Triangle  ifofcele ,  celui  qui  a  deux 
côtés  égaux. 

Le  triangle  B  *  ejl  ifofcele.  Fig.  14. 

44.  Triangle  fealêne ,  celui  dont  tous 
les  côtés  font  inégaux. 

Le  triangle  C*  ejl  fealéne.  Fi     x- 

Et  lorfqiieVon  tire  defes  angles  la  déno- 
mination d'un  triangle  ,  on  nomme  : 

4<f.  Triangle  rectangle  3  celui  qui  a  un 
angle  droit. 

Le  triangle  A*  ejl  rectangle.  Fig.  ïh 

46.  Triangle  obtuf angle  ,  celui  qui  a  un 
angle  obtus. 

Le  triangle  B  *  ejl  obtufangle.  Fig;  I7; 

47.  Triangle  acutangle  >  celui  dont  tous 
les  angles  font  aigus. 

Le  triangle  C  *  ejt  acutangle.  Fjgt  ,& 

48.  On  nomme  Hypotenufe,  le  côté^ 
d'un  triangle  rectangle  ,  qui  efl  oppofé  à 
l'angle  droit  de  ce  triangle. 

49.  On  nomme  Angle  extérieur  d?un 
triangle ,  un  angle  formé  par  le  prolonge- 
ment de  l'un  des  côtés  de  ce  même  triant 

3fc. 
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sig.  i$.      L'angle  ABC  *  ejl  V  angle  extérieur  du 
triangle  DAB. 

A  regard  de  la  dénomination  des  qua- 
drilatères ,  elle  dépend  tout  à-la-fois  &  de 
leurs  côtés  &  de  leurs  angles,  Ainjl  l'on 
nomme  : 

50.  Quarré  9  un  quadrilatère  dont  tous 
les  côtés  font  égaux ,  ck  dont  tous  les  an- 
gles font  droits, 

La  figure  A*  ejlun  quarré. 

5 1 .  Quarré  long ,  un  quadrilatère  dont 
les  feuls  côtés  oppofés  font  égaux,  ck  dont 
tous  les  angles  font  droits. 

#g.  41.      La  figure  B*  ejl  un  quarré  long. 

51.  Rhombe  ou  Losange,  un  quadrila- 
tère dont  tous  les  côtés  font  égaux ,  mais 
dont  les  angles  ne  font  pas  droits. 
Fi£*  tu      La  figure  C*  ejl  un  rhombe. 

5  3 .  Rhomboïde ,  un  quadrilatère  dont  les 
feuls  côtés  oppofés  font  égaux  ,  ck  dont 
les  angles  ne  font  pas  droits. 
Pig.  3,  Jt      La  figure  D*  ejl  un  rhomboïde. 

54.  On  nomme  Trapèze,  tout  quadrila- 
tère différent  des  quatre  que  l'on  vient  de 
définir. 

55.  On  nomme  Lignes  parallèles ,  celles 
donnons  les  points  des  unes  font  égale- 
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ment  éloignés  de  tous  les  points  corref- 
pondans  des  autres. 

Les  lignes  AB  *  &  CD  font  parallèles.  Fig.  14* 

Corollaire. 

56.  Il  fuit  de  cette  définition  9  que  des 
lignes  parallèles  ne  fe  rencontrent  point, 

57.  On  nomme  Parallélogramme ,  toute 
figure  plane  dont  les  côtés  oppofés  font 
parallèles, 

SCHOLIE. 

58.  //  efl  démontré  au  N°  127  ,  que  les 
cotés  oppofés  du  quarré,  du  quarré  long^ 
du  rhombe  &  du  rhomboïde ,  font  paral- 
lèles. Ainfî,  ces  quatre  figures  font  paral- 
lélogrammes \  ;  &  comme  les  deux  premières 
ont  tous  leurs  angles  droits  ,  on  les  appelle 
des  Parallélogrammes  rectangles ,  ou  feu- 
lement des  Re&angles. 

Mais  il  faut  remarquer  que ,  quoique  toute 
figure  plane  dont  les  côtés  oppofés  font  pa~ 
rallehs  foit  un  parallélogramme  9  cependant 
on  ne  donne  cette  dénomination  quaux  qua- 
tre figures  précédentes. 

"X  Ces  noms  ,  quarré ,  parallélogramme  &  rectangle  3 
font  fubftantifs  &  adje&ifs.  Ainfi,  être  parallélogramme, 
c'eft  avoir  les  côtés  oppofés  parallèles  j  8ç  être  re&angle  $ 
e'eft  avoir  des  angles  droits. 
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59.  On  nomme  Diagonale  d'un  qua- 
drilatère ,  une  ligne  droite  tirée  de  l'un 
quelconque  des  angles  de  ce  quadrilatère, 
à  l'angle  oppofé  de  ce  même  quadrilatère. 

F'S»  **•      La  ligne  AC*  ejl  la  diagonale  du  qua™ 
drilatere  DB, 

60.  Enfin,  on  nomme  Complemens  d'un 
parallélogramme,  deux  parallélogrammes 
formés  de  part.&  d'autre  de  la  diagonale 
du  premier ,  par  deux  lignes  parallèles  à 
fes  côtés  ,  chacune  à  chacun ,  ck  qui  ont 
un  point  commun  entr'elle$  ck  cette  même 
diagonale. 

%•  *!•■     Les  parallélogrammes  DF*  &  FB  font 
les  complemens  du  parallélogramme  DB, 
Demandes. 
On  demande  qu'il  foit  permis  : 
Premièrement ,  de  tirer  une  ligne  droite 
d'un   point  quelconque    à  quelque  autre 
point  que  l'on  veuille  ;  &  par  conféquent , 
de  prolonger  une  ligne  droite  autant  qu'on 
le  veut. 

Secondement ,  de  décrire  un  cercle  de 
quelque  point  que  l'on  veuille  prendre 
pour  centre  ,  ôc  avec  quelque  rayon  que 
l'on  veuille. 

6 1 .  Troijîémement  enfin  ,  de  prendre 
indifféremment  l'une  pour  l'autre ,  deux 
quantités  égales. 

Axiomes* 
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Axiomes. 

6z«  Les  quantités  qui  font  égales  cha- 
cune à  une  même  quantité ,  font  égales 
entr'elles, 

63.  Les  quantités  égales  étant  ajoutées 
à  des  quantités  égales,  forment  àes  fom- 
mes  égales. 

64.  Lés  quantités  êlgales  étant  retran- 
chées de  quantités  égales ,  laiffent  des 
r-eiles  égaux. 

65.  Les  quantités  égales  étant  ajoutées 
à  des  quantités  inégales  ,  forment  des 
fommes  inégales» 

66.  Les  quantités  égales  étant  retran- 
chées de  quantités  inégales  ,  lailTent  des 
reftes  inégaux. 

67.  Les  quantités  qui  font  doubles  f 
triples  ,  quadruples  ,  &c.  de  quantités 
égales ,  font  égales, 

68.  Les  quantités  qui  font  les  moitiés, 
les  tiers ,  les  quarts  ,  &c.  de  quantités 
égales ,  font  égales. 

69 .  Deux  lignes  droites ,  ou  deux  figu- 
res planes ,  qui  étant  pofées  Tune  fur  l'au- 
tre ne  fe  furpaflent  point ,  c'eft-à-dire  ,  fe 
couvrent  réciproquement ,  font  égales. 

B 
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Corollaire. 

70.  Il  fuit  de  cet  axiome  :  Premièrement, 
que  fi  deux  lignes  droites  égales  font  po- 
ïees  Tune  fur  l'autre ,  de  manière  que  l'une 
des  extrémités  de  la  première  foit  fur  l'une 
des  extrémités  de  la  féconde  ,  l'autre  ex^ 
trémité  de  la  première  fera  fur  l'autre  ex- 
trémité de  la  féconde, 

71.  Secondement ,  que  fi  deux  angles 
égaux  font  pofés  l'un  fur  l'autre ,  de  ma*» 
nier  e  que  le  fommet  du  premier  étant  fur 
le  fommet  du  fécond ,  l'un  des  côtés  du 

1>remier  foit  fur  l'un  des  côtés  du  fécond, 
'autre  côté  du  premier  fera  fur  l'autre  côté 
du  fécond. 

71.  Une  quantité  eft  égale  à  la  fomme 
de  toutes  fes  parties  ;  oc  par  çonféquent  $ 
plus  grande  qu'aucune  de  fes  parties. 

C  OROLLA^E. 

73.  Il  fuit  de  cet  axiome  ,  que  la  fomme 
des  produits  de  toutes  les  parties  d'une 
quantité,  multipliées  chacune  par  un  mê-* 
me  multiplicateur ,  eft  égale  au  produit 
de  cette  même  quantité  multipliée  auffi 
par  ce  même  multiplicateur, 

par  exempte  ?  7  &  <j  font  toutes  tes  par* 
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lies  de  11,  Or  ,  fi  Von  multiplie  7  &  5  cha- 
cun ,  par  exemple  par  4  ,  la  fomme  des 
produits  28 &  20 ,  fera  égale  au  produit 
48  de  12  multiplie  auffïpar  4. 

74,  Deux  lignes  droites  qui  ont  deux 
points  communs  ,  font  pofées  l'une  fur 
l'autre  ?  &  ne  font  qu'une  feule  ligne 
droite. 

Corollaire. 

75.  Il  fuit  de  cet  axiome:  Premièrement  9- 
que  deux  lignes  droites  ne  fe  rencontrent, 
qu'en  un  point.  Secondement ,  ^&<j  deux 
lignes  droites  ne    ferment  point  un  e£» 

•pace. 
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PROPOSITION    h 

Problême. 

76%   Décrire  fur  une  ligne  droite  donnée^ 
un  triangle  èquilateral. 

ïîç,  as.  1 L  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  AB  * 
un  triangle  équilatéral. 

Çonjlruclion,  Avec  la  même  ligne  AB 
prife  pour  rayon  ,  décrivez  du  point  A 
pris  pour  centre,  un  cercle  DCB;  ck  du, 
point  B  pris  pour  centre ,-  un  autre  cercle 
ACE.  Du  point  C,  commune  fe&ion  des 
circonférences  de  ces  deux  cercles ,  tirez 
^ux  points  A  ck  B  les  lignes  droites  CA 
ck  CB.  Le  triangle  ACB  que  ces  lignes 
formeront  avec  la  ligne  AB ,  fera  équ*fc» 
latéral. 

Démonjl,  Les  lignes  AB  ck  AC  font 
N.  35.  égales  (n),  puifque  [c]  elles  font  rayons 
H,  ?  «.du  même  cercle  DCB.  Or  (n)  ,  les  lignes 

AB  ck  BC  font  auiîi  égales  ;  puifque  [c] 

elles  font  rayons  du  même  cercle  ACE, 
F;6i-Donç  (n),  les  lignes  AB,  AC  ck  BC 
JN.  4*»  font  égales;    ck  par  conféquent   (n) ,  le 

triangle  ACB  qu'elles  forment,  eft  équi? 

latéral. 
Donc,  G.  Q.  F.  F, 
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S  C  H  O  LIÉ. 

77.  Pour  avoir  le  point  C*,  il  fuffit  <&?»s«  **« 
décrire  avec  la  ligne  AB  prlfe  pour  rayon  9 

&  des  points  A  &  B  pris  pour  centres  5  deux 
arcs  qui  Je  coupent  réciproquement 9 

Usage. 

78.  On  peut  fe  fèrvir  du  triangle  èquh* 
latéral  pour  mefurer  une  diftance  inacctff- 
ble;  par  exemple  ,  la  largeur  d'une  rivière* 
Il  faut  pour  cela  décrire  fur  une  planche  un 
triangle êquilateral  ABC* 9  & s'enfervir de çïjf,  $? < 
cette  manière  : 

On  pofe  horizontalement  le  ~~iriang!e 
ABC 9  &  Von  dirige  fon  côté  AC  de  ma- 
nière qu'il  foit  parallèle  au  lit  de  la  ri- 
vière. En  regardant  enfuite  d'alignement 
au  côté  AB  y  on  obferve  un  point  D  au* 
delà  de  cette  rivière  ;  &  d'alignement  au 
côte  AC  9  un  autre  point  F  éloigné  de  cinq 
à  Jix  toifes  du  point  A.  On  fait  mettre  un 
piquet  eii  A  ,  &  un  autre  en  F.  On  tranf- 
porte  enfui  te  le  triangle  ABC  vers  E;  & 
Von  fait  enforte  d'y  trouver  un  point  c  ou 
Von  puiffe  pofer  ce  même  triangle  ,  de  ma- 
nière qu'en  regardant  d'alignement  au  côte 
c  a  ,  le  piquet  F  empêche  de  voir  le  piquet  A  ; 
&  d'alignement  au  côté  c  b  9  on  voye  le 
même  point  précédent  D.  Lorfque  Von  e/I 

B  iii 
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parvenu  à  trouver  ce  point  c  ,  les  rayons 
vifuels  AD  ,ic  6*  c  D  forment  un  trian- 
gle A  De  qui  ejl  équilatéral  9  &  dont  on 
peut  rnefurer  le  côté  A  c.  Or  5  on  démontre. 
par  une  conféquence  du  n°  171,  que  dans 
un  triangle  équilatéral ,  le  quarré  de  la  per- 
pendiculaire ejl  triple  de  celui  de  la  moitié 
du  côté.  Ainfi. ,  lorfque  F  on  connoît  le  côté 
ic,  il  eu  facile  de  trouver  la  valeur  de  la 
perpendiculaire  DG  ;  de  laquelle  Ji  Von  été 
la  dijîance  HG  du  bord  de  la  rivière  à  la 
ligne  A  c ,  le  rejle  DH  ejï  la  largeur  de- 
mandée. 


PROPOSITION    II. 

Problême, 

79,    Tirer  d'un  point  donné ,    une  ligne 
droite  qui  J oit  égale  à  une  autre. 

13. 1 L  faut  tirer  du  point  C*  une  ligne  droite 
qui  (bit  égale  à  la  ligne  AB. 

Conjl.  Avec  un  rayon  égal  à  la  ligne 
AB ,  &  du  point  C  pris  pour  centre,  dé- 
crivez un  cercle  FDE.  Du  même  point 
C,  tirez  à  un  point  quelconque  D  de  la 
circonférence  de  ce  cercle  ,  une  ligne 
droite  CD.  Cette  ligne  fera  égale  à  la 
ligne  AB. 
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Démonjl.  La  ligne  CD  eft  [c]  un  rayon 
du  cercle  FDE  ;  &  le  rayon  de  ce  cer- 
cle eu  égal[c]  a  la  ligne  AB.  Donc(n)N,  6u 
îa  ligne  CD  eft  égaie  à  la  ligne  AB» 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F9 

SCHOLIE. 

80.  //  fuffit  de  prendre  avec  un  compas 
la  longueur  de  la  ligne  AB*  ;  xte  pofer  eft-pig.  ^ 
fuite  l'une  des  pointes  de  ce  compas  au 
point  €  ;  de  marquer  avec  l'autre  un  point 
D  ;  &  de  tirer  de  ce  point  C  au  point  j} 
une  ligne  droite  CD, 

On  rfa  fait  décrire  ici  le  cercle  FDE  f 
que  parce  que  fa  circonférence  renferme  tous 
les  points  qui  peuvent  réfoudre  ce  problème* 


B  r? 
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PROPOSITION    III. 
Problème. 

8 1 .  Divifer  une  ligne  droite  en  deux  par- 
ties y  dont  Vune  foit  égale  à  une  autre 
ligne  droite  plus  petite  que  la  première. 


Pig.  i9.lL  faut  divifer  la  ligne  droite  AB  *  en 
deux  parties ,  dont  l'une  foit  égale  à  la 
ligne  droite  CD ,  qui  eft  plus  petite  que 
la  ligne  AB. 

Confl.  Avec  un  rayon  égal  à  la  ligne 
CD ,  &  de  l'une  des  extrémités  de  la  ligne 
AB  prife  pour  centre ,  (  par  exemple ,  du 
point  A,)  décrivez  un  arc  dexerele  EFG. 
Cet  arc  divifera  la  ligne  AB  au  point  F, 
comme  il  eft  demandé. 

Dèrnonfi.  La  partie  AF  de  la  ligne  AB 

eft  [c]  un  rayon  de  l'arc  EFG.  Or,  ce 

rayon  eft  égal  [c]  à  la  ligne  CD.  Donc 

N.  62.  (n)  ,  la  partie  AF  de  la  ligne  AB  eft  égalé 

à  la  ligne  CD. 

Par  conféquent  >  C.  Q.  F.  F, 
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PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

82.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  à 
un  angle  9  &  les  cotés  qui  forment  ce 
premier  angle  égaux  à  ceux  qui  forment 
ce  fécond  angle  ,  chacun  a  chacun  ;  ils 
auront  auffi  le  troijieme  côté  égal  au  troi- 
jieme côté  ;  les  autres  angles  égaux  aux 
autres  angles ,  chacun  à  chacun;  &  la 
furface  égale  à  la  furface. 


1  dans  les  triangles  ABC*  £c  DEF  l'an-Fîg,  ^ 
gle  A  eft  égal  à  l'angle  D  ,  le  côté  AB  au 
côté  DE,  &  le  côté  AC  au  côté  DF  ;  le 
côté  BC  fera  égal  au  côté  EF ,  l'angle  B  à 
l'angle  E  ,  l'angle  C  à  l'angle  F  ,  &  le 
triangle  ABC  au  triangle  DEF. 

Conjl.  Pofez  par  penfée  le  triangle  ABC 
fur  le  triangle  DEF,  de  manière  que  le 
point  A  étant  fur  le  point  D  ?  le  côté  AC 
ibit  fur  le  côté  DF. 

Démonjl.  Le  côté  AB  tombera  fur  le  côtp 
DE  (n),  puifque  [h]  l'angle  A  eft  égal  à.N\  75, 
l'angle  D  :  &  le  point  B  tombera  fur  îe 
point  E  (n),  puifque  [h}  ces  mêmes  co-n,  lWv 
tés  AB  5c  DE  font  égaux.  Or*  le  point  C 
tombera  fur  îe  point  F  (n),  puifque  [h]  1$-$,  ^ 

B.  ¥ 
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coté  AÇ  eft  égal  au  côté  DF.  Donet 
le  point  A  étant  [c]  fur  le  point  D ,  le 
point  B  tombe  fur  le  point  E ,  ck  le  point 
C  fur  le  point  F.  Ainfi,  les  triangles  ABC 
ck  DEF  fe  couvrent  réciproquement;  & 
N.é^.par  conféquent  (n) ,  le  côté  BC  eft  égal 
au  côté  EF,  l'angle  B  à  l'angle  E  ,  l'angle 
C  à  l'angle  F>  &  le  triangle  ABC  au  trian- 
gle DEF. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

8  3 .  On  peut  fe  fervir  de  cette  propojztwn  $ 
de  la  manière  fuivante ,  pour  mefurer  une 
%a  îi.dijlance  AB  *  qui  nef  accejjîble  que  par 
Je  s  extrémités  A  &  B, 

On  choifit  dans  la  campagne  un  point 
C  droù  Von  puijfe  voir  les  extrémités  A  & 
B  de  cette  di fiance ,  &  aller  directement  à 
chacune,  Onpofe  un  graphometre  4  à  ce 
point  C.  On  dirige  Vune  des  règles  de  cet 
infirument  vers  le  point  A  ,  &  l'autre  vers 
le  point  B  9  afin  d v avoir  la  grandeur  de  fan' 
gle  C  formé  par  les  deux  rayons  vifuels 
€A  &  €B.  Enfin  on  mefure  ces  deux  rayons 
ytfuels, 

On  fe  retire  enfuke  en  un  endroit  corn* 
mode.  On  y  forme  un  angle  c  égal  à  Van~ 

■|  Le  graphametre  eu  un  mftrument  fak  exprès  gcmi  ffift» 
titrer  te&  ë&gjçs  for  U  teçteia» 
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gle  C,  On  fait  les  côtés  c  a  &  c  b  de  cet  an- 
gle égaux  aux  côtés  CA  &  CE  de  V angle 
C ychadun  à  chacun;  &  du  point  a  au  point 
b  9  on  tire  la  ligne  droite  a  b. 

Or  9  cette  ligne  ejl  égale  (n)  à  la  dijlance  N.  %; 
inaccejjible  AB  ;  puifque  [c]  les  triangles 
ABC  &  abc  ont  f  angle  C  égal  à  f  angle 
c,  &  les  côtés  CA  &  CB  qui  forment  le 
premier  9  égaux  aux  eûtes  ca  &  cb  qui 
forment  le  fécond y  chacun  à  chacun.  Ainji, 
Ji  F  on  mefure  la  ligne  a  b  3  ce  fera  la  même 
chofe  que  Ji  fon  mefuroit  la  dijlance  AB, 

Il  ejl  plus  commode  de  rapporter  fur  le 
papier  le  triangle  ABC  par  le  moyen  d'une 
échelle  ,  que  de  le  rapporter  fur  le  terreïn  / 
€*  cette  dernière  manière  fait  également  con-> 
naître  la  valeur  de  la  dijlance  AB  ;  parce 
que  le  côté  âb  du  triangle  rapporté  contient 
autant  de  parties  de  V  échelle  9  que  la  dif- 
tance  AB  contient  de  fois  la  mefure  dont 
on  s9 ejl  fèrvi  pour  mefurer  les  rayons  vifuels 
CA  &  CB  ,  comme  on  le  démontre  par  l& 
Jixieme  proportion  du  jixieme  Livre ; 
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PROPOSITION    V. 

Théorem  e. 

84.    Si  dans  un  triangle  deux  côtes  font 

égaux  y  les  angles  qui  leur  font  oppofés 

feront  auffi  égaux* 

Fig.  51.S1  dans  le  triangle  ÀRC*iecôté  BA  eft 
égal  au  coté  BC ,  l'angle  G  fera  égal  à 
l'angle  A. 

Conft.  Suppofez  qu'une  ligne  droite  BD 
divife  l'angle  ABC  en  deux  parties  égales 
CBD  &  ABD. 

Démonf.    Dans  les  triangles  BDC  &C 

BDA,  l'angle  CBD  eft  égal  [c]  à  l'angle 

ABD,  le  côté  BC  au  côté  BA  [h]  ,  & 

14.  s*,  le  côté  BD  eft  commun.  Ainfî  (n) ,  l'angle 

C  eft  égal  à  l'angle  À. 

Par  conféquent ,.  C.  Q.  F.  D» 

Corollaire. 

85*  Il  fuît  de  ce  théorème,  que  dans 
nn  triangk  éauilatéraî%  tous  les  angles  font 
égaux, 
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PROPOSITION    VI. 

Théorème, 

86.  Si  dans  un  Triangle  deux  angles  fom 

égaux  9  les  cotés  qui  leur  font  oppofés 

feront  aufjî  égaux, 

ji  dans  le  triangle  ABC*  l'angle  A  eftF'g«  **• 
égal  à  l'angle  C ,  le  côté  BC  fera  égal  au 
côtéBA. 

Démonjl.  Si  le  côté  BC  n'étoit  point 
égal  au  côté  B  A  ,  il  feroit  ou  plus  grand  * 
ou  plus  petit  que  ce  dernier  côté  ;  6c  par 
conféquent ,  pour  le  lui  rendre  égal ,  il 
faudroit  ou  le  diminuer  ,  ou  l'augmenter. 
Mais,  on  ne  peut  ni  diminuer  ni  augmenter 
ce  côté  BC?  fans  diminuer  ou  augmenter 
en  même  temps  l'angle  A  ;  6c  par  con- 
quent ,  fans  faire  ceffer  cet  angle  d'être 
égal  à  l'angle  C.  Donc  ,  fi  l'angle  A  eu 
égal  à  l'angle  C ' ,  le  coté  BC  ne  peut  point 
être  inégal  au  côté  BA  ;  6c  par  confé- 
quent ,  il  lui  eâ  égal, 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

87.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fî  dans 
un  triangle  tous  les  angles  font  égaux  x  c& 
triangle  fera  équilatéral\ 
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PROPOSITION    VlII.f 

Théorème. 

38.  Si  deux  triangles  ont  les  côtés  égaux 

aux  côtés  9  chacun  à  chacun  :  ils  auront 

auflî  les  angles  égaux  aux  angles  9  cha~ 

-  cun  à  chacun  ;  &  la  furface  égale  à  la, 

furface. 

*îg.  34.^1  dans  les  triangles  ABC*  ck  DEF  le 
côté  AC  eft  égal  au  côté  DF,  le  coté  AB 
au  côté  DE ,  &  le  côté  BC  au  côté  EF; 
l'Angle  B  fera  égal  à  l'angle  E,  l'angle  C 
à  l'angle  F  ,  l'angle  A  à  l'angle  D ,  ck  le 
triangle  ABC  au  triangle  DEF. 

Conjl.  Du  point  D  pris  pour  centre  ^ 
&:  avec  le  côté  DE  pris  pour  rayon , 
décrivez  le  cercle  EG.  Du  point  F  pris 
pour  centre ,  &  avec  le  côté  EF  pris  pour 
rayon ,  décrivez  un  autre  cercle  EH.  Po- 
fez  enfuite  par  penfée  le  triangle  ABC 
fur  le  triangle  DEF,  de  manière  que  le 
point  A  étant  fur  le  point  D  y  le  côté  AC 
foit-furlecôté  DF. 

Démonjl.  Premièrement  ,   le  point  C 
w.7o.  tombera  fur  le  point  F  (n)  ;  puifcjue  [h] 
le  côté  AC  eft  égal  au  côté  DF. 

"j*  Nous  ftipprimons  la  fêptieme  Proportion  d'Eueliaâ^ 
parce  qu'elle  eu  comprife  dans  la  huitieiîve» 
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Secondement ,  le  point  B ,  extrémité 
du  côté  AB,  tombera  (n)  fur  là  circon-N.  *y. 
férence  du  cercle  EG  ;  puifque  [  c  ]  le 
point  A  fera  furie  point  D,  ck  que  [h] 
ie  côté  AB  eft  égal  au  côté  DE,  qui  [c] 
eft  le  rayon  de  ce  cercle. 

Mais  (n)  le  même  point  B  ,  extrémité N«  iï> 
du  côté  BC ,  tombera  aufïi  fur  la  circonfé- 
rence du  cercle  EH  ;  puifque  [d]  le  point 
C  fera  fur  le  point  F ,  ck  que  [h]  le  côté 
BC  eft  égal  au  côté  EF,  qui  [c]  eft  le 
rayon  de  cet  autre  cercle. 

Donc  le  point  B  tombera  fur  un  point 
commun  à  ces  deux  circonférences  ;  ck 
par  conféquent  fur  le  point  E,  puifque 
ces  deux  circonférences  n'ont  au  defTus 
du  côté  DF  que  ce  feul  point  de  commun. 

Or ,  puifque  le  point  A  étant  [c]  fur  le 
point  D,  le  point  C  tombe  fur  le  point  F, 
ck  le  pointB  fur  le  point  E;  les  triangles 
ABC  ck  DEF  fe  couvrent  réciproque- 
ment. Donc  (n)  ,  l'angle  B  eft  égal  àN.  6$> 
l'angle  E  ,  l'angle  C  à  l'angle  F ,  l'angle 
A  à  l'angle  D,  ck  le  triangle  ABC  au  trian- 
gle DEF. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D* 

SCHOLIE, 
%*  On  vient  de  voir  que  dans  les  triant 
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gles  1* égalité  des  cotés  nécefjlte  celle  des  an* 

gles.  Mais  il  faut  bien  fe  donner  de  gards 

d'en  conclure  que  V égalité  des  angles  nécef- 

Jîte  auffi  celle  des  côtés.  On  verra  dans  la 

fuite ,   que  les  triangles  qui  ont  tous  leurs 

angles  égaux  ,  chacun  à  chacun ,  font  très- 

fouvent  inégaux  ;  quoique  alors  ils  f oient 

toujours  néce ff air ement  femb  labiés . 


PROPOSITION    IX. 

Problème. 

90.  Divifer  un  angle  en  deux  parties 

égales. 

tfg-îj.  *L  ^aut  divife1"  'l'angle  ABC*  en  deux 
parties  égales. 

Confl.  Du  point  B  pris  pour  centre,1 
&  avec  un  rayon  BD  pris  à  volonté  ,  dé- 
crivez deux  arcs  qui  coupent ,  l'un  en  un 
point  D  Se  l'autre  en  un  point  E,  les 
côtés  BA  &  BC  de  l'angle  ABC.  Des 
points  D  ck  E  pris  pour  centres,  &  avec 
le  même  rayon  BD,  (ou  avec  un  autre 
pris  auffi  à  volonté,  mais  cependant  plus 
grand  que  la  moitié  de  la  diftance  du 
point  D  au  point  E ,  )  décrivez  deux  arcs 
qui  fe  coupent  en  un  point  F.  Enfin ,  tirez: 
du  point  B  par  le  point  F  la  ligne  droite 
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BF.  Elle  divifera  l'angle  ABC  en  deux  par- 
ties ABF  &  CBF  qui  feront  égales. 

Pour  la  démonjlration ,  tirez  du  point 
F  aux  points  D  &  E ,  les  lignes  droites 
FD  &  FE. 

Démonjl,    Dans  les  triangles   DBF  &C 
EBF,  le  côté  BD  eft  égal  [c]  au  côté  BE  , 
le  côté  FD  au  côté  FE  [c]  ,  &  le  côté 
BF  eu  commun.  Ainfî  (n),  l'angle  ABFn.  88. 
efl  égal  à  l'angle  CBF. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

91.  Il  fuit  de  ce  problème,  que  pour 
divifcr  un  angle  en  quatre  parties  égales  9 
il  faut  commencer  par  le  divifer  en  deux 
parties  égales  ,  &  divifer  enfuite  chacune  de 
ces  deux  parties  égales  en  deux  autres  qui  le 
f oient  aufji.  Et  ainji  de  fuite  ,  pour  le  divi»  j 
fer  en  8 ,  en  16 ,  en  32  ,  &c. 

S  C  H  O  L  I  E. 

92.  Il  ejl  fouvent  néceffaire  de  divifer 
un  angle  en  un  nombre  déterminé  de  par- 
ties égales.  Mais  lorfque  ce  nombre  nefl 
pas  2,4,8,  16,  &  ainjî  de  fuite  en 
doublant ,  le  problème  nefl  plus  du  ref- 
fort  de  la  Géométrie  élémentaire  ;  &  il  efl 
démontré  qu'on  ne  peut  le  réfoudre  que  par 
celle  des  lignes  courbes.  On  h  nomme  alors 
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h  problème  de  la  trifecYion  de  V  angle.  Ha 
été  fort  recherché  par  les  anciens  Géomètres  9 
ck  abandonné  avec  rai/on  par  les  modernes. 


PROPOSITION     X. 

Pïl  OB  LE  ME. 

93.  Divifer  une  ligne  droite  en  deux  par* 
ties  égales. 

Il  faut  divifer  en  deux  parties  égales  la 
&£•  30'.  ligne  droite  AR*. 

Confi,  Des  points  A  &  B  pris  pour 
centres ,  ck  avec  un  rayon  AC  pris  à  vo- 
lonté, (mais  cependant  plus  grand  que  la 
moitié  de  la  ligne  AB ,  )  décrivez  deux 
arcs  qui  fe  coupent  en  un  point  C.  Des 
mêmes  points  A  &  B  pris  pour  centres , 
ck  avec  le  même  rayon  AC^  (ou  avec 
un  autre  AD  pris  aufïî  à  volonté ,  mais 
cependant  toujours  plus  grand  que  la  moi- 
tié de  la  ligne  AB ,  )  décrivez  deux  arcs 
qui  fe  coupent  en  un  point  D.  Enfin  ,  ti- 
rez du  point  C  au  point  D  la  ligne  droite 
CD.  Elle  divifera  la  ligne  AB  en  deux 
parties  AE  &  EB  qui  feront  égales. 

Pour  la  démonjlration ,  tirez  du  point 
C  aux  points  A  ck  B  ,  les  lignes  droites 
CA  ôk  CB.  Tirez  aufïi  du  point  D  aux 
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mêmes  points  A  &  B,  les  lignes  droites 
DA  &  DB. 

Démonfl.  Dans  les  triangles  A  CD  (k 
BCD,  le  côté  CA  eft  égal[ç]  au  côtéCB, 
le  côté  DA  au  côté  DB  [c] ,  &  le  côté 
CD  eft  commun.  Ainfi  (n) ,  l'angle  ACD  n.  s& 
eft  égal  à  l'angle  BCD.  Or,  dans  les  trian- 
gles ACE  &  BCE  ,  l'angle  ACD  eft  égal 
[d]  à  l'angle  BCD ,  le  côté  CA  au  côté 
CB  [c]  5  &  le  côté  CE  eft  ccnamun.  Ainfi 
(n) ,  le  côté  AE  eft  égal  au  côté  EB.         N» 8i- 

Par  conféquent -,  C.  Q.  F.  F* 

Corollaire. 

94.  Il  fuit  de  ce  problème  ,  que  pour 
divifer  une  ligne  droite  en  quatre  pal  tus 
égales ,  il  faut  commencer  par  la  divifer  en 
deux  parties  égales  y  &  divifer  enfuite  cha- 
cune de  ces  deux  parties  égales  en  deux  au- 
tres qui  le  f oient  aujjz  ;  &  ainfi  de  fuite  9 
pour  la  divifer  en  8  ,  en  1 6  ,  en  3  2 ,  &c. 

Nous  donnerons  au  fixieme  Livre  la  ma~ 
niere  de  divifer  une  ligne  droite  en  tel  nom** 
hre  départies  égales  que  Von  voudra, 
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î         ■'    1  i     n  i >  i  ■  i  -*r 

PROPOSITION    XL 

Problême. 

95,  I?  un  point  donné  fur  une  ligne  droite  9 
élever  une  perpendiculaire  à  cette  ligne. 

%.  j7.lL  faut  élever  du  point  C  *  une  perpen- 
diculaire à  la  ligne  droite  A8. 

Conji.  Du  point  C  pris  pour  centre  ,  & 
avec  un  rayon  CD  pris  à  volonté,  décri- 
vez deux  arcs  qui  coupent ,  l'un  en  un 
point  D  &  l'autre  en  un  point  E ,  la  ligne 
A  B  prolongée  s'il  eft  néceiTaire,  "Des 
points  D  &  E  pris  pour  centres ,  &  avec 
un  rayon  DF  pris  aufti  à  volonté,  (mais 
cependant  plus  grand  que  le  rayon  CD ,  ) 
décrivez  deux  arcs  qui  Ce  coupent  en  un 
point  F.  Enfin  ,  tirez  du  point  F  au  point 
C  la  ligne  droite  FC  ;  elle  fera  perpendi- 
culaire à  la  ligne  AB. 

Pour  la  demonjlration ,  tirez  du  point 
F  aux  points  D  Ôc  E,  les  lignes  droites 
FD  &  FE. 

Démonjl.  Dans  les  triangles  DFC  & 

EFC,  le  côté  CD  eft  égal  [c]  au  côté 

CE,  le  côtéFD  au  côté  FE  [c],  &  le 

N.  88.  côté  FC  eft  commun.  Ainfi  (n),  l'angle 

FCD  eft  égal  à  l'angle  FCE  ;  &  par  confé- 
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quent{n)  ,  la  ligne  FC  efl  perpendiculaire  n.  19» 
à  la  ligne  AB. 

Donc  ,  C.  Q,.  F.  F.. 

"  .il         ,  ■  1    i    ...  .  .  ti 

PROPOSITION    XII. 

Problême, 

g6.  D'un  point    donné  hors  a"  une  ligne 

droite ,  abaijfer  une  perpendiculaire  a 

cette  ligne, 

Il  faut  abaiffer  du  point  C*  une  perpen-Fîg.  3$. 
diculaire  à  la  ligne  droite  AB. 

Çonjl.  Du  point  C  pris  pour  centre, 
hl  avec  un  rayon  CD  pris  à  volonté , 
(  mais  cependant  plus  grand  que  la  dis- 
tance de  ce  point  à  la  ligne  AB,)  décri- 
vez deux  arcs  qui  coupent,  l'un  en  un 
point  D  &  l'autre  en  un  point  E ,  cette 
ligne  prolongée  s'il  eft  néceffaire.  Des 
points  D  &  E  pris  pour  centres ,  ck  avec 
Je  même  rayon  CD  ,  (  ou  avec  un  autre 
IDF  pris  aufîi  à  volonté,  mais  cependant 
plus  grand  que  la  moitié  de  la  diftance  du 
point  D  au  point  E5)  décrivez  deux  arcs 
qui  fe  coupent  en  un  point  F.  Enfin  ,  tirez 
du  point  C  par  le  point  F  la  ligne  droite 
CG  ;  elle  fera  perpendiculaire  à  la  ligne 
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Pour  la  démonjlration  ,  tirez  du  point 
C  aux  points  D  &  E,  les  lignes  droites 
CD  &  CE.  Tirez  aufli  du  point  F  aux 
marnes  points  D  &  E ,  les  lignes  droites 
FD  ck  FE.  Prolongez  enfuite  la  ligne  CG 
jufqu'au  point  F. 

Démonjl.  Dans  les  triangles  DCF  ôc 
ECF,  le  coté  CD  eft  égal  [c]  au  côté  CE , 
le  côté  FD  au  côté  FE  [c]  ,  &  le  côté 
n.  8$.  CF  eft  commun.  Ainfi  (n),  l'angle  DCF 
eft  égal  à  l'angle  ECF.  Or ,  dans  les  trian- 
gles DCG  &  ECG  ,  l'angle  DCF  eft 
égal  [d]  à  l'angle  ECF ,  le  côté  CD  au 
côté  CE  [c]  ,  &c  le  côté  CG  eft  commun. 
N.  82.  Aînfi  (n) ,  l'angle  CGD  eft  égal  à  l'angle 
N#  ,^  CGE  ;  &  par  conféquent  (n)  la  ligne  CG 
eft  perpendiculaire  à  la  ligne  AB, 
Donc  ?  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    XII L 

Théorème. 

97.  Une  ligne  droite  qui  en  rencontre  une 
autre  indirectement ,  forme  avec  elle  y  pro- 
longée s'il  ejl  néceffaire ,  deux  angles 
dont  la  jomme  ejl  égale  à  celle  de  deux 
angles  droits, 

J-jA  fomme  des  angles  ABC*  ck  ABD  f  te*  39 
cfî:  égale  à  celle  de  deux  angles  droits.        &  4°* 

La  ligne  AB  ejl  ou  perpendiculaire  y  ou 
oblique  à  la  ligne  CD. 

Premier  cas.  Lorfque  la  ligne  AB  *  ejl  Fig.  394 
perpendiculaire  à  la  ligne  CD. 

Démonjl.   Les   angles   ABC   &  ABD 
font  deux  angles  droits  (n).    Ainfî  leur  n.  21. 
fomme  eft  égale  à  celte  dé  deux  angles 
droits. 

Second  cas.  Lorfque  la  ligne  AB*  ejl  Fig.  40. 
oblique  à  la  ligne  CD. 

Confl.  Du  point  B  ,  élevez  (n)  la  per-  n.  95* 
pendiculaire  BE  à  la  ligne  CD. 

Démonjl.  La  fomme  des  deux  angles 
ABC  &  ABDefl  égale  (n)  à  celle  des  trois  n.  72, 
angles  EBC,  EBA  &  ABD.  Or,   celle 
de  ces  trois  angles  eft  égale  (n^  à  celle  des  n.  72, 
4eux  angles  EBC  &c  EBP;  &  [c]  ces 
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deux   derniers    angles    font   deux    angles 
N.  62.  droits.  Donc  (n)  ,  la  fomme  des  deux  an- 
gles ABC  &  ABD  eft  égale  à  celle  de 
deux  angles  droits. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

98.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  la 
fomme  de  tous  les  angles  qui  font  formés 
par  plujîeurs  lignes  droites  tirées  d'un  même 
point  &  en  tout  fens  ,  ejl  égale  à  celle  de 
quatre  angles  droits. 
Fie.  41,  La  fomme  de  tous  les  angles  ACB  *, 
BCD,  DCE,  ECF  &  FCA,  eft  égale  à 
celle  de  quatre  angles  droits. 

Conjl.  Prolongez  l'un  des  côtés  de  ces 
angles ,  par  exemple  le  côté  AC ,  vers  G 
à  volonté. 

Démonjl.  La  fomme  des  trois  angles 
n.  7*. BCD,  DCE  &  ECF,  eft  égale  (n)  à 
celle  des  deux  angles  BCG  &  GCF.  Mais 
N»  97»  (n)  >  les  angles  ACB  &  BCG  valent  en- 
semble deux  angles  droits  ;  &  il  en  eft  de 
même  des  angles  FCA  ck  GCF.  Donc  , 
la  fomme  des  angles  ACB ,  BCD,  DCE , 
ECF  &:  FCA ,  eft  égale  à  celle  de  quatre 
angles  droits. 

Par  conféquent ,  Ci  Q.  F.  D. 

Usage» 
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Usage. 

99.  On  fe  fert  de  cette  proportion  >  de 
la  manière  fuivante  9  pour  connoître  fur  le 
terrein  la  valeur  d'un  angle  dans  lequel  on 
ne  peut  point  entrer  ;  par  exemple ,  celle 
d'un  angle  ABC  *  formé  par  le  concours  de  Fîg  44? 
deux  murs  BA  &  BC, 

Par  le  moyen  d'une  corde  9  ou  de  quelque 
autre  infiniment  ,  on  prolonge  à  volonté 
vers  D 9  U alignement  de  Vun  A  B  de  ces 
deux  murs.  On  mefure  *J*  enfuite  Vanglc 
DBC  formé  par  le  prolongement  BD  &  par 
le  mur  B  C.  Et  puifque  (n)  les  angles  ABC  N.  97. 
&  DBC  valent  enfemble  180  degrés  9  la 
différence  de  ce  dernier  angle  à  ï8o?  fera, 
la  valeur  de  P  angle  cherché  ABC, 

Si  Von  trouve  que  V angle  DBC  foit  9  par 
exemple ,  de  ï  1 7  degrés  9  on  en  conclura 
que  V angle  ABC  efh  de  63  degrés, 

"f"  La  manière  la  plus  sure  de  mefurer  furie  terrein  ces 
fortes  d'angles ,  eft  de  joindre  leurs  côtés  par  une  ligne 
droite  quelconque  DC  ,  afin  d'avoir  un  triangle  DBCt 
de  mefurer  enfuite ,  le  plus  exactement  qu'il  eft  poftîble , 
les  côtés  de  ce  triangle  :  &  de  chercher  enfin  la  valeur 
de  l'angle  propofé  DCB  ,  comme  nous  l'avons  enfeigné 
dans  notre  trigonométrie. 


50      les  Elémens  dTEuclide» 

PROPOSITION    XIV, 

Théorème. 

|00.  Si  deux  lignes  droites  qui  font  tirées 
de  r extrémité  d'une  troijieme  9  formtnt 
avec  cette  proijîeme  deux  angles  dont  la 
fomme  foit  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits  ,  ces  deux  lignes  ne  feront  qu'une 
feule  ligne  droite, 

jg,  42.  0 1  la  fomme  des  angles  ABC*  &  ABD 
eu  égale  à  celle  de  deux  angles  droits  9 
les  deux  lignes  droites  BC  &c  BD  ne  font 
qu'une  feule  ligne  droite  CBD. 

Confl.  Tirez  du  point  B  aux  points  E 
ck  F  pris  à  volonté  ,  l'un  au  derîus  de  la 
ligne  BD,  &  l'autre  au  deffous,  les  lignes 
droites  BE  &  BF. 

Démonjl.  Si  les  deux  lignes  BC  &  BD 
ne  faifoient  point  une  feule  ligne  droite 
CBD ,  la  ligne  BC  étant  prolongée  vers 
D  ,  paiTeroit  ou  au  deifus  de  la  ligne  BD, 
ou  au  defîbus. 

Or  ,  fi  elle  paffoit  au  deffus,  &  étoit , 

par  exemple  la  ligne  CBE  ;  la  fomme  des 

angles  ABC  &  ABE  feroit  égale  à  celle 

w,  97.  de  deux  angles  droits  (n).  Mais  [h"|  ,  celle 

des  angles  ABC  6c  ABD  lui  eft  auffi  égale? 
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Donc  (n) ,  la  fomme  des  angles  ABC  &  n.  6u 
ABE  feroit  égale  à  celle  des  angles  ABC 
6c  ABD.  Ce  qui  n'eft  point,  puifque  cette 
première  fomme  diffère  de  la  dernière  ,  de 
l'angle  EBD. 

Et  iî  elle  pafîoit  au  defïbus ,  ckétoit ,  par 
exemple,  la  ligne  CBF;  la  fomme  des 
angles  ABC  &c  ABF  feroit  égale  à  celle  de 
deux  angles  droits  (n).  Mais  [h]  ,  celles.  97. 
des  angles  ABC  ck  ABD  lui  eft  aum*  égale. 
Donc  (n),  la  fomme  des  angles  ABC  &:  n.  6%; 
ABF  feroit  égale  à  celle  des  angles  ABC 
&  ABD.  Ce  qui  n'eit  point  encore  ,  puif- 
que cette  première  fomme  furpafTe  la  der- 
nière ,  de  l'angle  FBD. 

Donc  la  ligne  BC  étant  prolongée  vers 
D,  pa(Te  fur  la  ligne  BD  ;  &  par  confé- 
quent  ces  deux  lignes  ne  font  qu'une  feule 

ne  droite  CBD. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 


Ci} 
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PROPOSITION    XV, 

Théorème. 

ip  i.  Deux  lignes  droites  qui  fe  coupent  9 
forment  quatre  angles  >  dont  chacun  ejl 
égal  à  celui  qui  lui  ejl  oppofé  aufommet* 

Fïg.  43.  J-iES  angles  AEC  *  ck  BED  font  égaux  : 
ck  il  en  eft  de  même  des  angles  CEB  Se 
AED. 

Démohjt.  La'fomme  des  angles  AEC  Se 
N.  97.  CEB  eft  égale  (n)  à  celle  de  deux  angles 
droits  ;  ck  celle  des  angles  CEB  ck  BEDl 
N.  6t.  Peft  aufïî.  Donc  (n) ,  la  Tomme  des  an- 
gles AEC  ck  CEB  eft  égale  à  celle  àes  an^ 
gles  CEB  ck  BED.  Par  conféquent,  fi  l'on 
retranche  le  même  angle  CEB  de  chacune 
de  ces  deux  fommes ,  les  reftes ,  qui  feront 
n.  64.  les  angles  ACE  ck  BED,  feront  égaux  (n). 
Or,  on  démontre  delà  même  manière  , 
que  les  angles  CEB  ck  AED  font  auffi 
égaux. 

Par  conféquent,  C,  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION    XV  h 

Théorème. 

ïôl.  V angle  extérieur  d'un  triangle  ejl 
plus  grand  qu'aucun  des  angles  intérieurs 
de  ce  même  triangle  ,  qui  font  oppofés  à 
cet  angle, 

-L'ANGLE  extérieur  BCD*  du  triangle  Fig.  4? 
ABCj  eft  plus  grand  qu'aucun  des  deux 
angles  intérieurs  ABC  6c  BAC  qui  lui 
font  oppofés é 

Premièrement.  Pour  F  angle  ABC. 

Conjl,  Divifez  (n)  le  côté  BC  en  deux^,  9$t 
parties  égales  EB  ck  EC.  Tirez  du  point 
A  par  le  point  E ,  la  ligne  droite  indéfi- 
nie AF.  Faites  (n)  la  ligne  EF  égale  à  laN.  8r. 
ligne  EA.  Enfin  5  tirez  du  point  F  au  point 
C  la  ligne  droite  FC. 

Démonjl.  L'angle  BCD  eft  plus  grand 
(n)  que  l'angle.  BCF.  Or,  l'angle  BCF n.  7». 
eft  égal  (n)  à  l'angle  ABC;  puifque,N.sia 
dans  les  triangles  AEB  ck  FEC  ,  l'angle 
AEB  eft  égal  (n)  à  l'angle  FEC  qui  lui  N.  10:. 
eft  oppofé  au  fommet  ,  le  côté  EB  au 
côté  EC  [c] ,  Se  le  côté  EA  au  côté  EF 
[c].  Donc  l'angle  BCD  eft   plus  grand 
que  l'angle  ABC, 

C  iij 
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Secondement.  Pour  V angle  BAC. 
n.  93.      Conjî.  Divifez  (n)  le  côté  AC  en  deux 
parties  égales  GC  &  GA.  Tirez  du  point 
B  par  le  point  G  ,  la  ligne  droite  indéfl- 
n.  81.  nie  BH.  Faites  (n)  la  ligne  GH  égale  à 
ligne  GB.  Enfin,  tirez  du  point  H  parle 
point  C  y  la  ligne  droite  indéfinie  HF. 
n.  72.      Démonjl.   L'angle  BCD  eu  (n)   plus 
grand  que  l'angle  FCD.  Or,  l'angle  FCD 
n.  ïoi.  eu1  égal  (n)  à  l'angle  ACH  qui  lui  eft 
oppofé  au  fommet  :  &  l'angle  ACH  efl 
n.  82.  égal  (n)  à  l'angle  BAC  ;  puifque ,  dans  les 
triangles  HGC  &  BGA  ,  l'angle  HGC  eft 
n.  101.  égal  (n)  à  l'angle  BGA,  le  côté  GC  au  côté 
GA  [c]  ,  &  le  côté  GH  au  côté  GB  [c]. 
Donc  l'angle  BCD  eft   plus  grand  que 
l'angle  BAC. 

Par  conféquent  y  C.  Q.  F,  D. 
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PROPOSITION     XVI L 
Théorème. 

îO^é  La  fomme  de  deux  quelconques  des 
angles  d'un  triangle  9  eji  plus  petite  que 
celle  de  deux  angles  droits. 


ans  te  triangle  ABC  *«  là  fomme  F;*-.  46 
dés  angles  ,  par  exemple  BCA  &t  B  ,  eft 
plus  petite  que  celle  de  deux  angles  droits. 

Conji.  Prolongez  le  côté  AC  vers  D , 
à  volonté. 

Dêmonjt.  La  fomme  des  angles  BCA 
ck  BCD  efr.  égale  (n)  à  celle  de  deux  an-N.  9-, 
gles  droits.  Or  (n),  l'angle  BCD,  qui  eft  n.  102. 
extérieur  au  triangle  ABC, eft  plus  grand 
que  l'angle  intérieur  B  qui  lui  eft  oppofé. 
Donc  la  fomme  des  angles  BCA  &  B  eft 
plus  petite  que  celle  de  deux  angles  droits. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

104.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fi 
dans  un  triangle  l'un  des  angles  ejl  ou 
droit ,  ou  obtus  ,  les  deux  autres  feront 
aigus. 

C  iv 
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Dêmonft,  Si  dans  un  triangle  un  angle 
étant  ou  droit ,  ou  obtus ,  un  autre  l'étoit 
aufîi  5  la  fomme  de  deux  des  angles  de  ce 
triangle  feroit  ou  aufîi  grande  ,  ou  plus 
grande  que  celle  de  deux  angles  -droits, 
K  103,  Or  (n),  cela  ne  peut  point  être. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    IL 

105.  ïl  fuit  de  ce  corollaire  ,  que  chaque 
angle  d'un  triangle  êquilatiral  ejî  aigu  ;  & 
qu'il  en  ejl  de  même  de  chaque  angle  égal 
d'un  triangle  ifofcele. 

Démonjl.  Si  l'un  des  angles  d'un  trian- 
gle équilatéral  étoit  ou  droit ,  ou  obtus  , 
chaque  autre  angle  du  même  triangle  le 
N.  85. feroit  aufîi  ;  puifque  (n)  tous  les  angles 
d'un  triangle  équilatéral  font  égaux.  Mais 
■N.  104.  (n)>  un  triangle  ne  peut  avoir  ni  plus  d'un 
angle  droit ,  ni  plus  d'un  angle  obtus. 
Donc,C.  Q.  F.  i<>D, 
Pareillement,  û  l'un  des  angles  égaux 
d'un  triangle  ifofcele  étoit  ou  droit ,  ou 
obtus  ,  ce  triangle  auroit  ou  deux  angles 
N.  104, droits,  ou  deux  angles  obtus.  Or  (n),  cela 
ne  peut  point  être. 

Donc ,  C.  Q.  F.  i°  D. 

Corollaire   III. 

106.  H  fuit  auffi  de  ce  même  coroî* 
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laîre  ,  que  d'un  point  hors  d'une  ligne 
droite  ,  on  ne  peut  abaiffer  qu'une  feule  per- 
pendiculaire à  cette  ligne. 

Si  la  ligne  droite  CD  *  eft  perpendi-  Fis-  47* 
culaire  à  la  ligne  droite  AB ,  toute  autre 
ligne  droite  tirée  à  cette  ligne  AB  d'un 
point  quelconque   de  cette  perpendicu- 
laire ,  lui  fera  oblique. 

Confi,  Tirez  du  point  C  pris  à  volonté 
fur  la  ligne  CD  ,  à  un  point  quelconque  E 
de  la  ligne  AB  ,  la  ligne  droite  CE. 

Démonjl.  Si  les  lignes  CD  &CE  étoient 
perpendiculaires  chacune  à  la  même  li- 
gne AB,  l'angle  CDE  feroit  droit  (n)  ,  n.  at 
&  l'angle  CED  le  feroit  aufïi  (n).  AinfiN.  n« 
le  triangle  ECD  auroit  deux  angles  droits. 
Or  (n),  cela  ne  peut  point  être.  Donc ,  n.  104, 
fi  la  ligne  CT)  eft  perpendiculaire  à  la 
ligne  AB ,  la  ligne  CE  ne  Y  eu  point. 

Parxconféquentj  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    IV, 

107.  Il  fuit  encore  du  même  corot* 
laire  ,  que  Ji  d'un  point  quelconque  dune 
ligne  droite  qui  ejl  oblique  a  une  autre  $ 
on  abaijje  une  perpendiculaire  à  cette  au* 
tre  ;  cette  perpendiculaire  fera  du  côte  au- 
quel F  oblique  forme  un  angle  aigu  avec  cette 
autre  ligne, 

C  v 
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r  4S,  Si  d'un  point  quelconque  C  *  de  la  li- 
gne droire  CE ,  qui  eft  oblique  à  la  ligne 
droite  AB  ,  on  abaifle  une  perpendiculaire 
à  cette  ligne  AB  ;  cette  perpendiculaire 
fera  du  coté  de  Pang;le  aigu  CEB. 

Conjl.  Tirez  du  point  C  à  un  point 
quelconque  F  de  la  partie  AE  de  la  ligne 
AB ,  une  ligne  droite  CF. 

JDémonJi.  Si  la  perpendiculaire  abaifTée 

du  point  C  à  la  ligne  AB  ,  étoit  une  ligne 

droite  quelconque  CF  tirée  du  côté  de 

l'angle  obtus  CEA,  le  triangle  FCE  au- 

K.  *i.    roit  (n)  un  angle  droit  CFE  ,  &  [h]  un 

m.  204.  angle  obtus  CEA.    Or  (n)  ,  un  triangle 

ne  peut  point  avoir  un  angle  droit  ôc  un 

angle    obtus.     Donc    la    perpendiculaire 

abaiffée  du  point  C  à  la  ligne  AB  ?  fera 

du  côté  de  l'angle  aigu  CEB. 

Par  conféquent  y  C.  Q.  F.  Da 

Corollaire    V. 

108.  Il  fuit  enfin  du  dernier  corollaire  > 
que  fi  de  Vun  des  angles  dyun  triangle  on 
abaijje  une  perpendiculaire  au  côte  qui  efi 
oppofê  à  cet  angle  9  cette  perpendiculaire 
fera  dans  ce  triangle  9  fi  les  angles  adjacens 
à  ce  coté  font  de  même  efpece  "j\;  &  hors  de 

•f  On.  appelle  angles  de  même  efpece  ,  ceux  qui  font  ou 
tous  aigus ,  ou  tous  obtus;  &  angles  de  différente  efpece :9 
ceux  dont  les  uns  font  aigus ,  &  les  autres  obtus, 
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et  triangle  9  Jt  ces  mêmes  angles  font  de 
différente  efpece. 

Premièrement.    Si  de  l'angle  B  *   du  Fïg.  4*v 
triangle  ABC  ,  dont  les  angles  A  ck  BCA 
adjacens  au  côté  AC  font  aigus ,  on  abaifTe 
une  perpendiculaire  à  ce  côté ,  elle  fera 
dans  ce  triangle.  v- 

Demonjl.  La  perpendiculaire  tirée  de 
l'angle  B  au  côté  CA  ,  doit  être  (n)  du  n,  2^7* 
côté  de  l'angle  aigu  BAC,  par  rapport 
à  l'oblique  BA  ;  Se  du  côté  de  l'angle 
aigu  BCA  ,  par  rapport  à  l'oblique  BC. 
Donc  elle  doit  rencontrer  le  côté  AC 
entre  les  points  A  ck  C  ;  &  par  confé- 
cjuent,  elle  doit  être  dans  le  triangle  ABC. 

Secondement.  Si  de  l'angle  C  *  du  fjgr4f, 
triangle  FCE  ,  dont  les  angles  CFE  & 
CEF  adjacens  au  côté  FE  y  font  l'un 
aigu  ck  l'autre  obtus  ,  on  abaiiïe  une  per- 
pendiculaire à  ce  côté,  elle  fera  hors  de 
ce  triangle. 

Demonjl.  La  perpendiculaire  tirée  de 
l'angle  C  au  côtéFE,  ne  peut  point  (n)  ^  ,&ft 
être  du  côté  de  l'angle  obtus  CEF,  par 
rapport  à  l'oblique  CE.  Donc  il  faut 
qu'elle  foit  du  côté  de  l'angle  aigu  CEB  ^ 
ck  par  conféquent  hors  du  triangle  FCE» 

Donc  ,  C.Q.  F,  D, 

•  C  v  j 
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PROPOSITION    XVIII. 

Théorème. 

ï  09.  Si  dans  un  triangle  un  côté  efî  plus 
grand  quun  autre  9  f  angle  oppofé  à  ce 
premier  côté  9  fera  plus  grand  que  l'angle 
oppofé  à  cet  autre  coté, 

jig.  A9.  S 1   clans  le  triangle  ABC  * ,  le  côté  BC 

eft  plus  grand  que  le  côté  BA  ,  l'angle 

BAC  fera  plus  grand  que  l'angle  C. 

$r.  Si.      Conjl.  Prenez  (n)  fur  le  côté  BC  ,  une 

partie  BD  égale  au  côté  B  A.  Tirez  enfuite 

du  point  D  au  point  A  la  ligne  droite  DA. 

Démonjl.  L'angle  BAC  eft  plus  grand 

k.  72.  (n)  que  l'angle  BAD.  Or  ,  l'angle  BAD 

w.  $4.  eft  égal  (n)  à  l'angle  BDA,  puifque  [c] 

les  côtés  BD  &  BA  du  triangle  ABD  font 

égaux  :  &  l'angle  BDA  qui  eft  extérieur 

N.  ioi.  au  triangle  ADC  ,  eft  plus  grand  (n)  que 

l'angle  intérieur  C    qui  lui   eft    oppofé. 

Donc  l'angle  BAC  eft  plus  grand  que 

l'angle  C. 

JPar  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

110.  Il  fuit  de  ce  théorème:  premié- 
jement  >  que  dans  un  triangle  p  le  plus 
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grand  angle  ejl  oppofé  au  plus  grand  côté. 
Secondement ,  que  les  angles  d'un  triangU 
fcalêne  font  inégaux. 

»  ».  ■  ■  ■    ■    i.  ■  i  m 

PROPOSITION    XIX. 

Théorème. 

ï  1 1 .  Si  dans  un  triangle  un  angle  efl  plus 
grand  quun  autre  ,  le  côte  oppofé  à  ce 
premier  angle  ,  fera  plus  grand  que  le 
côté  oppofé  à  cet  autre  angle. 

^1  dans  le  triangle  ABC*  Tangle  À  erl%  ^ 
plus  grand  que  l'angle  C,  le  côté  BC  fera 
plus  grand  que  le  côté  BA. 

Démonft.  Si  le  côté  BC  étoit  égal  au 
côté  BA  ,  l'angle  A  feroit  égal  à  Tangîe 
C  (n)  :  Se  fi  le  côté  BC  étoït  plus  petit  n.  84» 
que  le  côté  BA  ,  l'angle  A  feroit  plus  petit 
que  l'angle  C  (n).  Or?  fangle  A  n'eiT  iîî-n.  109* 
égal  à  l'angle  C  ,  ni  plus  petit  que  Tangîe 
C ,  puifque  [h]  il  le  furpaffe.  Donc  le 
côté  BC  eft  plus  grand  que  le  côté  BA. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    L 

112.  Il  fuit  de  ce  théorème  :  Premiè- 
rement ,  que  dans  un  triangle  ,  le  plus 
grand  côté  efl  oppofé  au  plus  grand  angle, 
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Secondement,  que  fi  les  angles  d'un  trian*> 
gle  font  inégaux  y  ce  triangle  fera  f calent* 

Corollaire    IL 

î  1 3.  Il  fuit  auffi  de  ce  même  théorème  $ 
que  de  toutes  les  lignes  que  Von  peut  tirer 
d'un  même  point  à  une  même  ligne  droite  9 
la  perpendiculaire  efl  la  plus  courte* 
Tîg.  47#  La  ligne  droite  CD*  qui  eft  perpendi- 
culaire à  la  ligne  droite  AB  ,  eft  la  plus 
courte  de  toutes  ]qs  lignes  que  l'on,  peut 
tirer  du  point  C  à  cette  ligne  AB. 

Conjl.  Tirez  du  point  C  à  un  point 
quelconque  E  de  la  ligne  AB  ,  une  ligne 
droite  CE. 

Dêmonjl.  L'angle  CDE  eft  le  plus  grand 

N.  104.  angle  du  triangle  ECD  (n)  ;  puifque  la 

ligne  CD  étant  [h]  perpendiculaire  à  la 

n.  21.  ligne  AB  ,  ctt  angle  eft  droit  (n).   Ainft 

l'oblique  CE  eft  oppofée  à  un  plus  grand 

angle  que  la  perpendiculaire  CD  ;  &  par 

N.  u,„conféquent  (n)  elle  eft  plus  grande  que 

cette  perpendiculaire. 

Or ,  la  même  démonstration  fubflfte  9 
quelque  près  que  le  point  Efoit  du  point  D, 
Donc,  C.  Q.  F.  D.    , 
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PROPOSITION    XX, 

Tft  i  O  RÈ  M  E. 

114.   Dans  un  triangle,   chaque  cotéeji 
plus  petit  que  la  fomme  des  deux  autres . 

XJans  le  triangle  ABC*,  la  fomme  desFig,  js* 
côtés ,  par  exemple  AB   ck  BC?  eft  plus 
grande  que  le  côté  AC. 

Conjl.  Prolongez  le  côté  AB  vers  D  , 
indéfiniment.  Faîtes  (n)  le  prolongement  n.  %t. 
BD  égal  au  côté  BC.    Enfin  9  tirez   du 
point  D  au  point  C  la  ligne  droite  DC„ 

Démonjl.  L'angle  ACD   efl  (n)  plusN.  7** 
grand  que  l'angle  BCD.  Or  l'angle  BCD 
efl  égal    (  n  )  à  l'angle  D  ;  puifque  [c]  n.  84. 
les  côtés  BD  ck  BC  du  triangle  CBD  font 
égaux.  Donc  l'angle  ACD  efl  plus  grand 
que  l'angle  D;    ck  par  conféquent  (n) ,  N.  m. 
dans  le  triangle  ADC,  le  côté  ABD  efl 
plus  grand  que  le  côté  AC.  Mais[c],  ce 
côté  ABD  eft  la  fomme  des  côtés  AB  ck 
BC  du  triangle  ABC.    Donc,  dans  le 
triangle  ABC  ,  la  fomme   des  côtés  ÀB 
ck  BC  efl  plus  grande  que  le  côté  AC. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D.  *J*. 

j-  On  auroit  pu   mettre  ce  théorème  au  rang  des 

axiomes» 
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PROPOSITION    XXL 

Problême. 

1 1  5 .  Si  deux  lignes  droites  qui  font  tirées 
des  extrémités  de  Vun  des  côtés  d'un  trian» 
gle  ,  fe  rencontrent  dans  ce  triangle  9  leur 
fomme  fera  plus  petite  que  celle  des  deux 
autres  côtés  de  ce  même  triangle  ;  mais 
r angle  qu'elles  formeront  fera  plus  grand 
que  celui  qui  eft  formé  par  ces  deux  autres 
cotes. 

xremiérement,  dans  le  triangle 
f%.  51.  ABC*,  la  fomme  ADC  des  deux  lignes 
droites  AD  &c  DC,  eft  plus  petite  que  la 
fomme  A  BEC  des  deux  côtés  AB  ck  BC. 
Conjl.  Prolongez  l'une  de  ces  lignes  9 
par  exemple  la  ligne  AD  ,  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  en  un  point  E  y  l'un  des 
côtés  du  triangle  ABC. 

Démonft.  Dans   le  triangle  ABE ,   la 

N.  114.  fomme  ABE  des  côtés  AB  &  BE  eft  (n) 

plus  grande  que  le  côté  ADE.  Ainfî,  fi 

&  à  cette  fomme  ck  à  ce  côté  on  ajoute 

la  même  ligne  EC  ,  la  fomme  ABEC  fera 

t^  £j.  (n)  plus  grande  que  la  fomme  ADEC. 

Pareillement ,  dans  le  triangle  DEC  9 
la  fomme  DEC  des  cotés  DE  &  EC  eft 
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(n)  plus  grande  que  le  côté  DC.  Ainfi,^.  114* 
fi  &  à  cette  fomme  &  à  ce  côté  on  ajoute 
la  même  ligne   AD ,  la  fomme  ADEC 
fera  (n)  plus  grande  que  la  fomme  ADC.  N.  6y. 

Or,  puifque  [d]  la  fomme  ABEC  eft  plus 
grande  que  la  fomme  ADEC,  ck  que  cette 
dernière  fomme  eft  plus  grande  que  la 
fomme  ADC  ,  la  fomme  ABEC  eft  plus 
grande  que  la  fomme  ADC. 

Donc,C,Q.F.  ioD. 

Secondement  ,  dans  le  même  trian- 
gle ABC  ,  l'angle  ADC  eft  plus  grand 
que  l'angle  B. 

Dêmonft.  L'angle  ADC ,  qui  eft  exté- 
rieur au  triangle  DEC  ,  eft  (n)  plus  grand  **•'«*• 
que  l'angle  intérieur  DEC  qui  lui  eft.  op- 
pofé.  Or  ,  cet  angle  DEC ,  qui  eft  exté- 
rieur au  triangle  ABE,  eft  auffi  (n)  plus  n.  iox. 
grand  que  l'angle  intérieur  B  qui  lui  eft 
oppofé.  Donc  l'angle  ADC  eft  plus  grand 
que  l'angle  B. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F,  2°  D, 


W 
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PROPOSITION    XXII. 

Problème. 

2l6.  Décrire  un  triangle  qui  ait  les  côtés 

égaux  à   trois  lignes  droites  données  9 

chacun  à   chacune  ;   pourvu  cependant 

que  chacune  de  ces  lignes  foit  plus  petite 

N.  114.      que  la  fomme  des  deux  autres  (n). 

X  l  faut   décrire  un  triangle  qui  ait   les 
?,'g-  f  3- côtés  égaux  aux  lignes  droites  A  *,  B  & 

C  ,  chacun  à  chacune. 
|?«  79'  Conjl.  Tirez  (n)  une  ligne  droite  DF, 
qui  foit  égale  à  l'une  des  lignes  données , 
par  exemple  à  la  ligne  A.  Du  point  D 
pris  pour  centre  ,  ck  avec  un  rayon  égal 
à  Tune  des  autres  lignes  données  ,  par 
exemple  à  la  ligne  B  ,  décrivez  un  arc  de 
cercle  EG.  Du  point  F  pris  pour  centre, 
&  avec  un  rayon  égal  à  la  ligne  C  9  dé- 
crivez un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  pré- 
cédent en  un  point  E.  Enfin  ,  tirez  du 
point  E  aux  points  D  &  F,  les  lignes 
droites  ED  &  EF.  Le  triangle  DEF  que 
ces  lignes  formeront  avec  la  ligne  DF , 
fera  le  triangle  demandé. 

Démonjl.   Dans  le  triangle   DEF,  le 
coté  DF  eft  égal  à  la  ligne  A  [c],  le  côté 
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ED  à  la  ligne  B  [c]  ,  &  le  côté  EF  à  la 
ligne  C  [cj.  Donc  les  côtés  de  ce  triangle 
font  égaux  aux  lignes  données,  chacun  à 
chacune. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 

USAG  E. 

On  peut  fe  fervir  de  cette  propojitiort  3 
pour  lever  le  plan  dyun  terrein  quelconque. 
Mais  comme  il  y  a  des  terreins  que  Von 
peut  traverfer  en  tel  Cens  que  Von  veut  ;  & 
d'autres  au  contraire  dans  lefquels  on  ne 
peut  point  entrer ,  cet  ufage  a  deux  cas. 

Premier    Cas. 

117.    Lorfqu'il    s'agit    d'un    terrein 
ABCDE*  que  l'on  peut  traverfer  en  telfjg,  f4, 
fens  que  l'on  veut. 

On  fuppofe  que  le  terrein  propofê  ejl  di- 
vifé  en  triangles  ABC ,  CAD  &  DAE  ; 
&  Von  mefure  les  côtés  de  ces  triangles. 
On  fait  enfuite  une  échelle  F  proportion- 
née à  la  grandeur  que  Von  veut  donner  au 
plan  de  ce  terrein.  Enfin ,  on  décrit  (n)  n,  U£a 
des  triangles  abc  ,  cad  &  d  a  e ,  dont 
chaque  côté  contienne  autant  de  parties  de 
Véchelle  -F,  que  chaque  côté  correfpondant 
des  triangles  ABC ,  CAD  &  DAE  con- 
tient de  fois  la  mefure  dont  on  s'ejl  fervi 
pour  le  mefurer  ;  &  la  figure  a  b  c  d  e  ,  for- 
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mée  par  les  triangles  a  b  c  ,  c  a  d  9   &ct  efi 

le  plan  du  terrein  propoféABCDE. 

Second    Cas. 

ii 8.     Lorfqu'il    s'agit    d'un    terrein 
*'g.  5J.ÀBCDE*  dans  lequel  on  ne  peut  point 
entrer  ;  ou  d'un  terrein  que  l'on  ne  peut 
parcourir  que  vers  les  ibmmets  de  quel- 
ques-uns de  fes  angles. 

On  néglige  deux  angles  à  volonté  9  mais 

■  cependant  pris  de  fuite  ;  par  exemple  ,  les 

angles  E  &  D.  On  fait  enfuite  planter  des 

piquets ,  Premièrement  aux  points  I  &  K. 

pris  à  volonté  fur  les  côtés  BA  &  BC  de 

F  angle  B  9  que  nous  fuppofons  être  Vun  de 

ceux  que  Von  peut  parcourir  :  Secondement , 

aux  points  G  &  M  pris  a  volonté  fur  les 

prolongemens  indéfinis  des   côtés  AE    & 

CD  des  angles  A  &  C  9  que  nous  fuppofons 

être  ceux  dans  lefquels  on  ne  peut  point 

entrer  :  Troifiémement  9  aux  points  H  &  L 

pris  auffi  à  volonté  fur  les  autres  côtés  A3 

&  BC  des  mêmes  angles.   Enfin  ,   après 

avoir  fuppofê  des  lignes  droites  tirées  du 

point  I  au  point  K  ,   du  point    G   aux 

points  A  &  J7,  &  du  point  M  aux  points 

C  &  L  ;  on  mefure  les  côtés  EA  ,  AB  9 

BC  &  CD  du  terrein  propofê  ^  &  ceux  des 

triangles  AGH \  IBK  &  LMC. 
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On  fait  enfuite  une  échelle  F  propor- 
tionnée à  la  grandeur  que  Von  veut  donner 
au  plan  du  terrein  propofê.  On  décrit  (n)  n.  1161 
un  triangle  a  g  h  dont  chaque  côté  contienne 
autant  de  parties  de  V échelle  Fy  que  chaque 
côté  çorrefpondant  du  triangle  A  G H con- 
tient de  fois  la  mefure  dont  on  s'ejl  fervl 
pour  le  mefurer.  On  prolonge  les  côtés  a  h 
&  g  a  de  ce  triangle  ,  Vun  vers  b  &  Vautre, 
vers  e,  jufquà  ce  que  les  lignes  ab  6*  ae 
contiennent  aufjî  chacune  autant  de  parties 
de  cette  échelle  9  que  les  côtés  correfpondans 
AB  &  AE  du  terrein  contiennent  de  fois 
chacun  cette  mefure. 

On  décrit  enfuite  un  triangle  i  b  k ,  de. 
la  même  manière  dont  on  a  décrit  le  trian- 
gle a  g  h  ,  en  donnant  à  chacun  de  fes  côtés 
le  nombre  des  parties  de  V échelle  F^  qui  lui 
convient  ;  &  Von  prolonge  vers  c  le  côté 
b  k  ,  jufquà  ce  que  la  ligne  b  c  contienne 
autant  de  parties  de  V échelle  quelle  doit 
en  contenir.  On  décrit  aufji  le  triangle  1  m  c 
de  la  même  manière  dont  on  a  décrit  les 
précédents;  &  Von  prolonge  aufjî  j on  côté 
m  c  vers  d ,  jufquà  ce  que  la  ligne  c  d 
contienne  le  nombre  des  parties  de  l'échelle, 
qwelle  doit  contenir.  Enfin  5  du  point  e  on 
tire  au  point  d  la  ligne  e  d  ;  &  la  figure 
abc  de   ejl  le  plan  du  terrein  propofç 
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A  V  égard  de  la  démonfiration  de  ces  deux 
pratiques  ,  elle  dépend  de  la  cinquième  & 
de  lajixieme  propojitions  du  Jzxieme  Livre, 


PROPOSITION    XXIII. 

Problême. 

119.  Décrire  fur  une  ligne  droite  donnée , 
un  angle  qui  ait  pour  fommu  un  point 
donné  fur  cette  même  ligne  9  &  qui  foit 
égal  à  un  angle  donné, 

%•  56-Il  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  AB*, 
un  angle  qui  ait  le  point  D  pour  foramet , 
ôc  foit  égal  à  l'angle  C. 

Confl,  Tirez  une  ligne  droite  EF  qui 
rencontre  en  deux  points  quelconques  E 
&  F,  les  côtés  de  l'angle  C ,  prolongés  s'il 

N.  n6. efl:  nécerTaire.  Décrivez  enfuite  (n)  un 
triangle  DHG  qui  ait  le  côté  DG  égal  \ 
à  la  ligne  CE ,  le  côté  DH  égal  à  la  ligne 
CF,  &.  le  côté  GH  égal  a  la  ligne  EF. 
L'angle  HDG  fera  l'angle  demandé. 

Ffg.  f7«  Autre  Confl,  Du  point  C*  pris  pour 
centre ,  ck  avec  un  rayon  CE  pris  à  vo- 
lonté ,  décrivez  un  arc  de  cercle  EÏF^  qui 
rencontre  en  deux  points  E  ck  F  les  côtés 

t  Si  la  ligne  D'B  étoit  plus  courte  que  la  ligne  CE, 
on  la  prolongerait  autant  qu'il  feroitûéceffaife. 
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CE  &  CF  de  l'angle  C ,  prolongés  s'il  eft 
néceftaire.  Du  point  D  pris  pour  centre, 
&:  avec  le  même  rayon  précédent  CE, 
décrivez  un  arc  de  cercle  GKH ,  indéter- 
miné vers  H  ;  mais  qui  rencontre  en  un 
point  G  la  ligne  AB  prolongée  s'il  eft  né- 
ceflaire.  Du  point  G  pris  pour  centre ,  & 
avec  un  rayon  égal  à  la  diftance  du  point 
E  au  point  F,  décrivez  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  le  précédent  en  un  point  H. 
Enfin  ,  tirez  du  point  D  par  le  point  H  la 
ligne  droite  indéfinie  DH.  L'angle  HDG 
que  cette  ligne  formera  avec  la  ligne  AB , 
fera  l'angle  demandé. 

Pour  la  demonfratlon ,  tirez  du  point 
E  au  point  F  une  ligne  droite  EF  ;  &  du 
point  G  au  point  H,  une  ligne  droite  GH. 

Dèmonfl.   Dans   les   triangles  DHG  *  Fîg.  çé 
&  CFE ,  le  côté   DG  eft  égal  au  côté  &  *7- 
CE  [c],  le  côté  DH  au  côté  CF  [c] , 
&  le  côté  GH  au  côté  EF  [c].  Donc  (n),  N   8$ 
l'angle  HDG  eft  égal  à  l'angle  C. 

Parconféquent,  Ç.  Q.  F.  F. 

Usa  g  e. 

120.   On  a  donné  deux  confru  citons  de 

ce  Problême  ;  parce  que   la  féconde  eft  la 

plus  commode ,   lorfque  Von   opère  fur  le 

papier;  &  que ,  fur  le  terrein ,  on  peut  fi 

"ervir  de  la  première,  de  la  manière  fuivante* 
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Apres  avoir  déterminé  fur  les  côtés  de 
Fig.  56*  f  'angle  C*  les  parties  CE  &  CF  à  volonté , 
mais  cependant  d'une  grandeur  raifonnable  , 
on  prend  fur  la  ligne  A B  prolongée  s'ilefi 
néceffaire ,  une  partie  DG  égale  à  la  dif- 
tance  CE,  On  tend  enfuite  une  corde  du 
point  E  au  point  F9  &  du  point  F  au 
point  C  ;  &  Von  met  une  marque  fur  cette, 
corde  au  point  qui  y  répond  au  point  F„ 
On  attache  enfuite  au  point  G  le  bout 
de  cette  même  corde  qui  étoit  au  point  E  ; 
&  au  point  D9  celui  qui  étoit  au  point  C, 
Enfin  _,  on  prend  cette  corde  par  le  point  que 
Von  y  a  marqué  :  on  s'avance  vers  H 9juf- 
quà  ce  que  les  deux  parties  de  cette  même 
corde  foient  également  tendues  ;  &  alors  le 
point  par  lequel  on  la  tient ,  détermine  fur 
le  terrein  le  point  H  9  duquelilfaut  tirer  au 
point  D  la  ligne  droite  HD  9  afin  d'avoir 
V angle  HDB  égal  à  V angle  C, 


PROPOSITION 
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PROPOSITION    XXIV. 

Théorème. 

l'ii.  Si  de  deux  triangles  le  premier  et  un 
-  angle  plus  grand  que  Vun  desr  angles  du 
fécond ,  &  Us  côtés  qui  forment  ce  pre- 
mier angle  égaux  à  ceux  qui  forment  ce 
fécond  angle  9  chacun  à  chacun  ;  il  aura 
aufji  le  côté  oppofé  à  ce  premier  angle  , 
plus  grand  que  h  côté  oppofé  a  et  fécond 
angle. 

ui  dans  les  triangles  ABC*  &DEF,Fig.  j$. 
l'angle   B   étant   plus  grand  que    l'angle 
DEF,  le  côté  BÀ  eft  égal  au  côté  ED  & 
îe  côté  BC  au  côté  EF;  le  côté  AC.eft, 
aufïi  plus  grand  que  le  côté  DF. 

Confi.  Décrivez  fur  le  côté  ED  (n) ,-imN.  ix% 
angle  DEG  qui  ait  le  point  E  pour  Com- 
met ,  ck  foit  égal  à  l'angle  B.  Faites  (n)  N«  79. 
ia  ligne  EG  égale  au  côté  BC.  Enfin ,  tirez 
du  point  G  aux  points  D  &  F,  les  lignes 
droites  GD  &  GF, 

Démonfl.  L'angle  DFG  eft  (n)  plus n«  72. 
grand  que  l'angle  EFG.  Or  (n),FangleN,  84. 
EFG  eft  égal  à  l'angle  EGF,  puifque  (n)  n.  6&. 
les  côtés  £G  &■  EF  du  triangle  FEG  font, 
egaux^  ck  (n)  l'angle  EGF  eft  plus  grand  n  7% 

D 
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que  l'angle  DGF,  Donc  l'angle  DFG  eft 
plus  grand  que  l'angle  DGF  ;  &  par  çon- 

N#  «M»féquent  (n),  dans  le  triangle  DGF,  le 
côté  DG  eft  plus  grand  que  le  côté  DF, 

W-fc.  Mais  (ni,  le  côté  AC  eft  égal  à  ce  côté 
DG;  pùifque  dans  les  triangles  ABC  & 
DEG ,  l'angle  B  eft  égal  à  l'angle  DEG 
^[c]  ;  le  côté  BA  au  côté  ED  [h]  ,-  &  le 
côté  BC  au  côté  EG  [  G  ].  Donc  le  côté 
AC  eft  plus  grand  que  le  côté  DF# 
Par  çonféquent ,  Ç,  Q.  F.  D, 


g.i  iii". 


PROPOSITION    XXV. 
Théorème, 

%l%.  Si  de  deux  triangles  le  premier  a  un 
côté  plus  grand  que  l'un  des  côtés  du 
fécond  9  &  les  autres  côtés  égaux  aux 
autres  côtés  du  fécond ,  chacun  à  cka* 
çun  ;  il  aura  aufjl  V angle  oppofé  à  ce 
premier  côté  9  plus  grand  que  Vangh 
oppofé  à  ce  fécond  côté. 

%  #,  ^i  dans  les  triangles  ABC*  &  DEF,  le 
côté  AC  étant  plus  grand  que  le  côté  DF, 
le  côté  BA  eft  égal  au  côté  ED  &  le 
côté  BC  au  côté  EF  ;  l'angle  B  eft  auifi 
plus  grand  que  l'angle  E? 
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Dêmonjl.  Dans  les  triangles  ABC  &c 
DEF,  le  côté  BA  eft  égal  [h]  au  côté 
ED  ,  6c  le  côté  BC  au  côté  EF.  Ainfi , 
iî  l'angle  B  étoit  égal  à  l'angle  E,  le  côté 
AC  feroit  (n)  égal  au  côté  DF  ;  8t  iiN.  82. 
l'angle  B  étoit  plus  petit  que  l'angle  E, 
le  côté  AC  feroit  (n)  plus  petit  que  leN.  m, 
côté  DF, 

Or,  le  côté  AC  n'efl:  ni  égal  au  coté 
DF,  ni  plus  petit  que  le  côté  DF,  puif- 
que  [h]  il  le  furpafie.  Donc  l'angle  B  eft 
plus  grand  que  l'angle  E. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


W. 
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PROPOSITION     XXVI. 

Théorème. 

123.  Si  deux  triangles  ont  un  côté  égal 
à  un  côté ,  &  les  angles  adjacens  à  c$ 
premier  côté  égaux  aux  angles  adjacens 
à  ce  fécond  côté ,  chacun  à  chacun  :  ils 
auront  aufji  le  troifïeme  angle  égal  au 
troifïeme  angle  ;  les  autres  côtés  égaux 
aux  autres  côtés  ,  chacun  à  chacun  ;  & 
la  fur  face  égale  à  la  fur  face. 

Il  en  fera  de  même,  Jl  deux  triangles  ont 
un  côté  égal  à  un  côté  ;  l'un  des  angles 
adjacens  à  ce  premier  côté ,  égal  à  l'un 
des  angles  adjacens  à  ce  fécond  côté  ;  & 
l'angle  oppofé  à  ce  même  premier  côté  y 
égal  à  l'angle  oppofé  à  ce  même  fécond 
côté. 


RETMIÉREMENT.  Si  dans  les  triangles 
fïg.  60. ABC  *  &  DEF,le  côté  AÇ  eft  égal  au 
côté  DF,  l'angle  A  à  l'angle  D,  ck  l'an- 
gle C  à  l'angle  F  ;  l'angle  B  eu  égal  à 
l'angle  E,  le  coté  AB  au  côté  DE ,  le  côté 
CB  au  côté  FE ,  ck  le  triangle  ABC  au 
.'    triangle  DEF. 

Çonfl.    Pofez  par  pçnfée   le   triangle 
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ABC  fur  le  triangle  DEF  ;  #de  manière 
que  le  point  À  étant  fur  le  point  D  ,  le 
côté  AC  foit  fur  le  côté  DF. 

DJmonft.  Le  côté  AB  tombera  fur  le 
côté  DE  (n),  puifque  [h]  l'angle  A  eftN.  7 ri 
égal  à  l'angle  D.  Le  point  C  tombera  fur 
le  point  F  (n),  puifque  [h]  le  côté  AC^'?°- 
eft  égal  au  côté  DF.  Enfin  ^  le  côté  CB 
tombera  fur  le  côté  FE  (n)  ,  puifque  [h]n«  7**. 
l'angle  C  eft  égal  à  l'angle  F. 

Or,  puifque  le  côté  AC  étant  [c]  far 
le  côté  DF,  le  côté  AB  tombe  fur  le  côté 
DE ,  &:  le  côté  CB  fur  le  côté  FE  ;  les 
triangles  ABC  &  DEF  fe  couvrent  réci- 
proquement. Donc  (n),  l'angle  Beft  é^al^-^ 
à  l'angle  E,  le  côté  AB  au  côté  DE /le 
côté  CB  au  côté  FE  ,  &  le  triangle  ABC 
au  triangle  DEF. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  i°  D. 

Secondement.  Si  dans  les  triangles 
ABC  *  &  DEF,  le  côté  AC  eft  égal  au  f*  &• 
côté  DF,  l'angle  A  à Tangle  D  ,  &  l'an- 
gle B  à  l'angle  DEF  ;  l'angle  C  en1  égal  à 
l'angle  DFE,  -le  côté  AB  au  côté  DE,  le 
coté  CB  au  côté.FE,  6c  le  triangle  ABC 
au  triangle  DEF. 

Conji.  Prolongez  le  côté  DE  vers  H  -, 
indéfiniment.  Tirez  du  point  F  aux  points 
G  &  I  pris  à  volonté  fur  la  ligne  DU? 

Diij 
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l'un  au  défions  du  point  E  &  l'autre  an 
deflus,  les  lignes  droites  FG  fk  FI.  Pofez 
enfuite  par  penfée  le  triangle  ABC  fur  te 
triangle  DEF  ;  de  manière  que  le  point 
A  étant  fur  le  point  D ,  le  côté  AC  foiî 
fur  le  côté  DF. 

Démonfl.  te  côté  AB  tombera  fur  le 

n.  71.  côté  DE  (n)  ,  puifque  [h]  l'angle  A  eft 
égal  à  l'angle  D  ;  6k  le  point  C  tombera 

N.  70.  fur  le  point  F  (n) ,  puifque  [h]  le  côté 
AC  eft  égal  au  côté  DF.  Ainfi  il  ne  s'agit 
plus  que  de  démontrer  que  le  côté  CB 
tombera  fur  le  côté  FE. 

Or,  premièrement,  fi  le  côte  CB  tom- 
boit  au  deffous  du  côté  FE,  par  exemple 
fur  la  ligne  FG ,  l'angle  DGF  feroit  égal 

g?  6^  à  Pangle  B  (n).  Mais  [H],  l'angle  B  eft  égal 

v  &■•  $*•  à  l'angle  DEF.  Donc  (n)  ,  l'angle  DGF, 

qui  eft  extérieur  au  triangle  GEF ,  feroit 

égal  à  l'angle  DEF  qui  lui  eft  oppofé  ; 

N.  ïoî.çe  qui  ne  peut  être  (n). 

Secondement,  fi  le  côté  CB  tomboit 
au  defîus  du  côté  FE ,  par  exemple  fur  la 
ligne  FI ,  l'angle  DIF  feroit  égal  à  l'angle 

-N..69..B  (n).  Mais. [h]  ,  l'angle  B  eft  égal  à  l'an- 

n.  62.gle  DEF.  Donc  (n)  ,  l'angle  DIF,  qui  eft 
intérieur  au  triangle  EIF ,  feroit  égal  à 
l'angle  extérieur  DEF  auquel  il  eft  op- 

N.  loi.pofé  ;  ce  qui  ne  peut  encore  être  (n). 

Donc  le  côté  CB  tombera  fur  le  cote 
FE.  -. 
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Or ,  puifque  le  côté  AC  étant  [c]  fur 
le  côté  DF  ,  le  côté  AB  tombe  fur  le  côté 
DE,  &  le  côté  CB  fur  le  côté  FE;  les 
triangles  ABC  ck  DEF  fe  couvrent  réci- 
proquement. Donc  (n),  l'angle  C  eft  ég^alN.*?* 
à  l'angle  DFE ,  le  côté  AB  au  côté  DE., 
le  côté  CB  au  côté  FE  ,  ck  le  triangle 
ABC  au  triangle  DEF. 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  2°  D. 

Usage, 

On  peut  fe  fervir  de  cette  propôfition,  ^ 
pour  mefurer  telle  di 'fiance  inaccefjible  que 
ce  puiffe  être ,  pourvu  que  Von  en  puiffe  voit 
les  extrémités.  Mais  comme  une  dijlanèe 
inaccefjible  peut  être  acccffible  par  Vune  de 
fes  extrémités  ,  ou  être  entièrement  inaccef- 
jible ,  ce  problême  a  deux  cas. 

Premier     Cas* 

124.  Lorfque  la  diftance   inacceffible 
AB  *  que  l'on  veut  mefurer,  eft  accefîible  Fig,  i%< 
par  l'une  de  fes  extrémités  ;  par  exemple , 
par  fon  extrémité  A. 

On  fait  planter  un  piquet  à  un  point 
quelconque  C-9  auquel  on  puiffe  aller  direc- 
tement du  point  A.  On  pofe  un  graphome- 
tre  au  point  A,  On  dirige  Vune  des  règles 
de  cet  injlrument  vers  le  point  B9  &  Vautre 

Div 
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vers  le  point  C  ;  afin  cP avoir  la  grandeur  de 
V angle  A  ,  forme  par  les  rayons  vifuels 
AB  &  AC.  Oh  ôte  enfuite  le  graphometre 
du  point  A  y  &  Von  fait  mettre- un  pique f 
à  fa  place.  On  mefure  la  difkance  du  point 
A  au  point  C.  On  fait  êter  le  piquet  du 
point  Cy  &  Von  y  place  le  graphometre. 
Enfin  9  on  dirige  Fune  des  règles  de  cet 
infirument  au  point  A  ,  &  F  autre  au  point 
B  ;  afin  a"  avoir  la  grandeur  de  F  angle  C  9 
formé  par  les  rayons  vifuels  ÇA  &  CBt 

^  On  fait  enfuite  une  échelle-  G  propor~ 
donnée  à  la  grandeur  que  F  on  veut  donner 
au  plan  du  triangle  ABC,  Qn  tire  une 
ligne  droite  DF  qui  contienne  autant  de 
parties  d.e  cette  échelle  y  que  la  diflance  AÇ 
contient  de  fols  Li  mefure  dont  on  s'ejl 
fervi  pour  la  mefurer.  On  décrit  *j"  fur  cette 
ligne  un  angle-  D  9  qui  ait  le  point  D  pour 
fommet  ,  &  f&it  égal  à  F  angle  A.  On  fait 
encore  fur  cette  mime  ligne  un  angle  F,  qui 
ait  le  point  F  pour  fommet  ^  &  foi t  égal 
à  F  angle  C,  Enfin  ,  on  prolonge  9  s*  il  efl 
ïiécejfairc  ,  les  côtés  DE  &  FE  de  ces  an- 
gles ?  jufquà  ce  qu'ils  fe  rencontrent  à  un 
point  E ;  &  Fon  a  un  triangle  DEF,  dont 
le  côté  DE  contient  autant  de  parties  de 

"j"  Pour  décrire  ces  angles  fur  îe  papier,  on  fe  fert  or~ 
eHnairenient  d'un  infiniment  que.  l'on  nomm-e  \ii\Raj>pQr<>. 
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P échelle  G,  que  la,  diflance  AB  contient  de 
fois  la  mefure  dont  on  s^efifervi  pour  mefu- 
rer  la  difiunce  AÇ ;  comme  on  le  démontre 
par  la  quatrième  propojltion  dujixieme  Li~ 
yre. 

Sec  on  d    Cas. 

115.  Lorfque  la  diflance  AB  *  que  l'otiFig.  $p 
veut  mefurer ,  eft  entièrement  inacceffible. 

On  choijit  dans  la  campagne  deux  points 
C  &  H  9  qui  J oient  tels  que  Von  puiffe  aller 
directement  de  Vun  à  Vautre  9  &  voir  de 
chacun  les  extrémités  A  &  B  de  la  diflance 
proposée  .On  fait  mettre  un  piquet  au  point 
H ,  &  un  graphometre  au  point  C.  Avec 
cet  infirument  placé  au  point  C ,  on  prend 
la  grandeur  des  angles  ACH  &  BC H  for- 
més par  les  rayons  vif  tels  tirés  du  point  € 
aux  points  A  ,  B *  &  H,  On  ôte  le  grapho- 
metre d,u  point  C  9  &  Von  fait  mettre  un 
piquet  à  la  place.  On  mefure  la  difiance  du 
point  C  au  point  H*  On  fait  porter  le  gra^ 
phometre  à  la  place  du  piquet  H,  Enfin  y 
avec  cet  infiniment  placé  à  ce  dernier  point  ^ 
on  prend  la.  grandeur  des  angles  BHC  & 
AHC  formés  par  les  rayons  vifuels  tirésr 
du  point  H  aux  points  B ,  A  &  C. 

On  fait  en.fuite.  une  échelle  G  propor~ 
donnée  a  la  grandeur  que  Von  veut  donner 
om  plan  du'  quadrilatère  A  BHC,  On  ûrg. 

B   Y- 
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une^  ligne  droite  FI ',  qui  contienne  autant 
-de  parties  de  cette  échelle  ,  que  la  di fiance 
C H  contient  de  fois  la  mefure  dont  on  s*efl 
fervi  pour  la  mefurer.   On  décrit  fur  cette 
ligne  des  angles  DFI  &  EFI9  qui  aient 
chacun  le  point  F  pour  fommet  9  &  foient 
égaux  Vun  à  V angle  ACH ,  '&  Vautré  à 
V angle  BCH.  On  fait  encore  fur  cette  même 
ligne  des  angles   EIF  &  DIF  9  qui  aient 
chacun  le  point  I  pour  fommet ,  6*  foient 
égaux  Vun  à  V angle  BHC ,  &  Vautre  à 
V angle  AHC.  On  prolonge  ?  s'il  eÛ  nécef 
faire,  les  côtés  de  ces  angles ,  jufqu  à  ce 
quilsfe  rencontrent  les  uns  à  un  point  D  9 
&    les  autres  à  un  point  E.   Enfin  9  on 
tire  du  point  Z>  au  point  E  9  une  ligne 
droite  DE.  Or,  celte  ligne  contient  autant 
de  parties  de  V échelle  G  ,  que  la   dijlance 
AB  contient  de  fois  la  mefure  dont  on  s'eji 
fervi  pour  mefurer  la  dijlance  CH  ;  comme 
on  le  démontre  par  les  quatrième  &  Jixieme 
propojztzons  du  Jixieme  Livre. 

Voici  les  raifons  des  opérations  que 
Ton  vient  de  preferire  dans  ce  fécond  cas. 
Premièrement.  Dans  le  triangle  ACB  9 
formé  par  la  dijlance  propofée  AB,  &par  les 
rayons  vifuels  CA  &  CB,  on  ne  peut  obfer- 
ver  que  V angle  ACB.  Ainjl,  on  le  mefure  -j^ 

"\  Dans  la  pratique  ,  nous  n'avons  point  fait  obferver 
immédiatement  l'angle  ACB  ;  parce  que  fa  grandeur  ^î 
ééterraiAée  par  celle  des  angles  ACH  «  BCH-, 
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&fin  de  conjlruirc  un  angle  DFE  de  même 
grandeur. 

Secondement»  Le  rayon  vifuel  CA  eji 
une  dijiance  accejjîble  par  J on  extrémité  C, 
Ainjl ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  premier  cas  (n)  ,  on  prend  un  point  /jT/n.  12% 
&  Von  mefure  la  grandeur  des  angles  ACH 
*&  AHC  9  afin  de  construire  un  triangle 
FDI  ?  dont  le  Coté  FD  contienne  autant 
de  parties  £  une  échelle  G,  que  la  dijiance 
CA  contient  de  fois  la  mefure  qui  a  fervi 
à  mefurer  la  dijiance  CH. 

Troifiémement.  Enfin  le  rayon  vifuel 
CB  efi  auffi  une  dijiance  accejjîble  par  fon 
extrémité  C.  Ainji  i  par  le  même  principe  9 
Cn  prend  un  point  H  ;  &  Fon  mefure  la 
grandeur  des  angles  BCH  &  BHC9  afin  de 
conjlruire  encore  un  triangle  FEI  y  dont  le 
côté  FE  contienne  aujji  autant  de  parties  de 
cette  échelle  G  ,  que  la  dijiance  CB  contient 
de  fois  la  mefure  qui  a  fervi  à  mefurer  la 
dijiance  CH. 

Or  9  par  ce  moyen  9  on  parvient  à  conf- 
truire  un  triangle  JDFE  y  dont  le  côté  DE 
contient  autant  de  parties  de  lr échelle  G  9 
que  le  côté  AB  du  triangle  ABC \  c*ejl-â- 
dire  la  dijiance  propofée  9  contient  de  fois 
la  mefure  dont  on  s*efl  fervi  pour  mefurer 
la  dijiance  CH;  comme  on  le  démontre  par 
la  fixieme  proportion  dujixieme  Livre* 
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PROPOSITION    XXVUL 

Théorème. 

Îl6.  Si  deux  lignes  droites  étant  couples 
par  une  troïjî'eme ,  /es  angles  alternes  *J* 
font  égaux  r  ces  deux  lignes  font  pa- 
rallèles*. 

ï%*  64.  ^  1  les  angles  alternes ,  par  exemple  AEF** 
DFE,  font  égaux  ,  les  lignes  droites  AB  Ô£ 
CD  font  parallèles^ 

ConJl\  Prenez  fur  la  ligne  AB  un  point 
Mo.î.t.G  r  à  volonté.  Prenez  enfuite  (n)  fur  hk 
^  ligne  CD,  prolongée  s'il  eft  neceiTaire,. 
ck  de  l'autre  côté  de  la  ligne  EF ,  par  rap- 
port au  point  G,  îa^  partie  FH  égale  âb 
la  partie  RG.  Enfin ,.  tirez  du  point  G  au; 
point  F  ,  &  du  point  E  au  point.  H ,  les^ 
lignes  droites  GF  &t  EH;. 

Démonji..  Dans  les  triangles  GEF  & 

HFE  5  l'angle  AEF  efc  égal  [m]  à  ftmgîe 

DFE ,  le  côté  EG  au.  côté  FH  [c]  ,  &  le, 

M*  ?2»xôté  ÉF  efficoramun.,  Ainn"  (n),ie  côté  GE 

•f  Oh  appelle  angles  alternes,  deux  dès  angles  intérieurs 
«m  deux  des  angles  extérieurs  ,  qui  font  formés  par  une 
ligne  qui  en  coupedeux  autres  ;  &  qui  font  pris  .l'un  d'urj. 
côté  de  cette  ligne  coupante  5  &.  Fautre  de.  l'autre,  côté 
m  cette  même  lignes 
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efê  égal  au  coté  EH  ;  &  par  conféquent 
les  points  G  &  E  de  la  ligne  AB ,  font 
également  éloignés  des  points  F  &  H  de 
la  ligne    C  D ,   qui   leur   correfpondent 

m 

Or  y  la  même  démonstration  fubfifte  ? 
à  quelque  point  \  de  la  ligne  AB  que 
l'on  prenne  le  point  G.  Donc  tous  les  , 
points  de  la  ligne  AF  font  également  éloi- 
gnés de  tous  les  points  correfpondans  de 
la  ligne  CD.  Par  conféquent  (  n  )  y  ces  n;  jjv 
deux  lignes  font  parallèles* 

Donc ,  C.  Q»  F.  D. 

COROLLAÎRL 

tif%  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fes: 
totis  oppofcs  du  quarrè ',  du  quarré  long % 
du  rhombe  &  du  rhomboïde  3  font  parai* 
aies. 

Dans  le  quarré  A*,  îe  quarré  long  B  rFig..  «jg 
îe  rhombe  C  ,   ck  le  rhomboïde  D ,  les 
côtés  HG  ck  EF  font  parallèles  ;  &  les 
CÔtes  HE  ck  GF  le  font  auffi. 

"f  Si  l'ion  prenoit  le  point  G  fur  la  partie  EB,  &  par 
gonféquent  le  point  H,  fur  la  partie  CF,  l'es  angles  com- 
pris par  les  côtés  égaux  des  triangles  de  la  dérnonftra— 
tion ,  n'en  feroient  pas  moins  égaux  ;  puifqu'ils  feroient; 
l-es  fùpplémens  des  angles  ÂEF  &  DFE  qui  font  donnés/ 
égaux.  Ainfi  Pon  a  raifon  de  dire,  que  la  même  (Umon£*- 
m  mm  {ubjtfic  h  à  quelque  point  s  $•£». 
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Confi.  Tirez  la  diagonale  EG  de  cha- 
cune de  ces  figures. 

Démonji.  Dans  les  triangles  EHG  6c 

^•^•EFG,  le  côté   HE  eft  (n)  égal  au  côté 

55.'    "  'GF ,  le  côté  HG  au  côté  EF  ,  &  le  côté 

n.  88. EG  eft  commun.  Ainfi  (n) ,  l'angle  HGE 

eft  égal  à  l'angle  FEG ,  ck  l'angle  HEG  à 

l'angle  FGE. 

Or,  puifque  les  angles  HGE  ek  FEG 

qui  font  alternes ,  font  égaux ,  les  côtés 

**•  ïx6>  HG  ck  EF  font  parallèles  (n)  :  6k  puifque 

les  angles  HEG  ck  FGE  qui  font  auffi 

alternes ,  font  auffi  égaux  9  les  côtés  HE 

N.  ix6*  &  GF  font  aufli  parallèles  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XXVIII. 
Théorème. 

Xi8.  Si  deux  lignes  droites  étant  coupées 
par  une  troijîeme  ?  Fun  quelconque  des 
angles  extérieurs  ejl  égal  à  l'intérieur  qui 
lui  ejl  oppofé  y  ces  deux  lignes  font  pa- 
rallèles. 

Il  en  eft  de  même ,  Ji  la  fomme  de  deux 
quelconques  des  angles  intérieurs  pris 
chacun  du  même  côté  de  la  ligne  cou- 
pante ,  ejl  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits. 

Premièrement.   Si  l'angle  extérieur , 
par  exemple  BGE*,  eft  égal  à  l'angle  in-  Fig.  66. 
teneur  DHE  qui  lui  eft  oppofé  ,  les  li- 
gnes droites  AB  &:  CD  font  parallèles. 

Démonjl.  L'angle  AGF  eft  égal  (n)  àN«  »oi. 
l'angle  BGE  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet  ; 
&  [h]  l'angle  BGE  eft  égal  à  l'angle 
DHE.  Ainfi  (n),  l'angle  AGF  eft  égal  aN.  &u 
l'angle  DHE. 

Or  (n),  puifque  ks  angles  AGF  &n.  126» 
DHE  qui  font  alternes ,  font  égaux ,  lés 
lignes  AB  &:  CD  font  parallèles. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  i°D9 
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Secondement.  Si  la  fommë  des  deux 
Fîg,  66.  angles  intérieurs ,  par  exemple  BGF  *  &C 
DHE ,  eft  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits ,  les  lignes  droites  AB  ck  CD  font 
parallèles. 

Démonjl.  La  fomme  des  angles  AGF 
*%•  97*  &  BGF  eft  égale  (n)  à  celle  de  deux  an- 
gles droits  ;  ck  [h]  celle  des  angles  BGF 
N.  6*.ck  DHE  l'eft  auflï.  Ainfi  (n) ,  la  fotnme 
des  angles  AGF  ck  BGF  eft  égale  à  celle 
des  angles  BGF  ck  DHE.    Par  confé- 
quent ,  û  Ton  retranche  le  même  angle 
BGF  de  chacune   de  ces  deux  fommes  , 
]$s  reftes  qui  feront  les  angles  AGF  ck 
N.  64.  DHE ,  feront  égaux  (n). 
2*.  ji6.      Or  (n),  puifque  les  angles  AGF  ck 
DHE  qui  font  alternes,   font  égaux,  les 
lignes  AB  ck  CD  font  parallèles. 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  20  D. 

Corollaire. 

1 29.   Il  fuit  de  ce  théorème  ,   que  fi 
deux   lignes  droites  font  perpendiculaires 
chacune  à  une   même,  ligne  droite ,    elles 
font  parallèles. 
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PROPOSITION    XXIX. 

Théorème. 

130.  Si  deux  lignes  droites  &  parallèles 
font  coupées  par  une  troijieme  ligne 
droite  ,  les  angles  alternes  font  égaux  £ 
chaque  angle  extérieur  ejl  égal  à  Vin* 
térieur  qui  lui  eft  oppofé ;  &  la  fomme 
de  deux  quelconques  des  intérieurs  pris 
chacun  du  même  côté  de  la  ligne  cou* 
pante  _,  ejl  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits. 


remiéreme-NT.    Si  les  lignes  droites 
AB*  ck  CD/ font  parallèles,    les  angles  pig.  67, 
alternes  ,  par  exemple  AIF  &  DKE5  font 
égaux. 

Conjl.  Prenez  fur  la  ligne  AB  un  point  _y 
G  à  volonté.  Prenez  enfuite  (n)  fur  la  li-  n.  81. 
gne  CD,  prolongée  s'il  eft  nécefiaire,  Se 
de  l'autre  côté  de  la  ligne  EF  par  rapport 
au  point  G  ,  la  partie  KH  égale  à  la  partie 
IG.  Enfin  ,  tirez  du  point  G  au  point  K  y 
ck  du  point  I  au  point  H  ,  les  lignes  droi- 
tes GK  ck  IH. 

Démonjl.  Dans  les  triangles  GÏK  6k 
HKI  ,  le  côté  IK  eft  commun  :  le  côté 
ÏG  eft  égal  [c]  au  côté  KH:  ck  le  côté 
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GK  l'eft  au  côté  IH  ;  puifque  les  pointa 
G  &  I,  K  &  H,  étant  [c]  <3es  points 
correfpondans  des  deux  lignes  AB  &£  CD 
qui  font  parallèles  [h]  ,  la  diftance  du 
N.  jj.  point  G  au  point  K  eft  égale  (n)  à  celle 
N.  8&  du  point  I  au  point  H.  Àinfî  (n)  ,  l'angle 
AIFeft  égal  à  l'angle  DKE. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°  D. 

Secondement.  L'angle  extérieur  J 
par  exemple  BIE,  eft  égal  à  l'intérieur 
DKE  qui  lui  eft  oppofé. 

K.  i©i.  Dimonft.  L'angle  BÎE  eft  égal  (n)  à 
l'angle  A  IF  qui  \m  eft  oppofé  au  fommet  ; 
ck  l'angle  A  IF  eft  égal  [d]  à  fon  alterne 
DKE,  puifque  [h]  les  lignes  AB  ck  CD 
N,  6i.  font  parallèles.  Donc  (n) ,  l'angle  BIE  eft 
égal  à  l'angle  DKE. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  2°  D. 

Troisièmement.  Enfin  ,  la  fomme 
des  angles  intérieurs ,  par  exemple  BIF 
&:  DKE  ,  eft  égale  à  celle  de  deux  an- 
gles droits. 

Dimonjl.  La  fomme  des  angles  BIF  5c 

N.  97.  BIE  eft  égale  (n)  à  celle  de  deux  angles 

droits.  Or,  puifque  [h]  les. lignes  AB  &c 

CD  font   parallèles ,  l'angle  BIE  qui  eft 

extérieur,  eft  égal  [d]  à  l'intérieur  DKE 
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qui  lui  eft  oppofé.  Donc  (n),  la  fommeN.  61, 
àes  angles  B1F  &  DKE  eft  égale  à  celle 
de  deux  angles  droks. 

Par  conséquent ,  C.  Q.  F.  30  D. 

Corollaire. 

131.  Tl  fuit  de  la  première  partie  de  ce 
théorème,  que  Jî  une  ligne  droite  efl  per- 
pendiculaire à  F  une  quelconque  de  deux 
lignes  droites  qui  font  parallèles ,  elle  efl 
auffi  perpendiculaire  à  F  autre  :  &  de  la  fé- 
conde partie  de  ce  même  théorème  ,  que 
Ji  de  deux  lignes  droites  parallèles  9  Vune 
efl  perpendiculaire  à  une  troijieme  ligne 
droite  y  Vautre  Vefl  aufp. 


PROPOSITION    XXX. 

Théorêm  e. 

132.  Si. deux  lignes  droites  font  parallèles 
chacune  à  une  même  ligne  9  elles  le 
font  auffi  entr  elles* 

ji  les  lignes  droites  AB*  &  CD  fontFig.  6fc 
parallèles  chacune  à  une  même  ligne  EF., 
elles  le  font  auffi  entr'elles. 

Confl.    Tirez  une    ligne   droite   quel- 
conque GH  ,  qui  coupe  les  lignes  AB,, 
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EF  &  CD ,  prolongées  s'il  eft  néceïïaïrer 

N.  13e.      Démonjl.    L'angle  AIH  eft  égal  (n)  à 

fofi  alterne  FKG,   puifque  [h]  les  lignes 

AB  Ôk  EF  font  parallèles  ;  Pangle  FKG 

N.  101.  eft  égal  (n)  à  l'angle  EKH  qui  lui  eft  op- 

pofé  au  fommet  ;  enfin  ,  l'angle  EKH  eft 

N.  130.  auffi  égal  (n)  à  Ton  alterne  DLG  ,  puifque 

[h]  les  lignes  EF  &  CD  font  aum*  paral- 

N.  62. leles.   Donc  (n),  l'angle  AIH  eft  égal  à 

l'angle  DLG. 

Or,  puifque  les  angles  AIH  &  DLG  qui 
font  alternes,  font  égaux ,  les  lignes  AB 
N.  116.  &  CD  font  parallèles  (n). 

Par  conféquent ,  G.  Q.  F,  D. 


PROPOSITION    XXXI. 

Problême. 

133.    D'un  point  donné  hors  d'une  ligne 
droite  ,  tirer  une  parallèle  à  cetu  ligne;. 

ïig.  69#  Il  faut  tirer  du  point  F*  une  parallèle  à 

là  ligne  droite  AB. 

Conji,   Tirez    du  point  F   à   un  point 

quelconque  E  de  la  ligne  AB  ,  une  ligne 
N.  119.  droite  FE.  Décrivez  enfuite  (n)  fur  cette 

ligne   FE  un  angle  DFE  ,  qui   ayant  le 

point  F  pour  fommet  ?  foit  égal  5c  alterne 
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à  l'angle  AEF.  Le  côté  FD  de  cet  angle  9 
prolongé  s'il  eft  nécefîaire  ,  fera  la  paral- 
lèle demandée. 

Dêmonfh.  Les  angles  alternes  DFE  &Ç. 
AEF  font  égaux  [c].  Donc    (n)  ,  les  li-N.  12& 
gnes  AB  6k  CFD  font  parallèles. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 

Usage. 

1 34.  On  peut  fe  fervir  de  cette  propoji-         j 
don ,  de  la  manière  fuivante  ,  pour  tirer  par 
Un  point  quelconque  F*  une  parallèle  à  une  Fig.  70. 
ligne  droite  inacceffible  AB. 

On  choifit  fur  cette  ligne  deux  points 
quelconques  H  &  G  que  l'on  puiffé  recon- 
noître.  On  pofe  enfuite  un  -graphometre  au 
point  F ;  &  après  y  avoir  fait  (n)  toutes  N.  îï% 
les  mêmes  opérations  que  fi  Von  vouloit  me- 
Jurer  la  diflance  inacceffible  HG ,  on  rap- 
porte fur  le  papier  Je  triangle  HFG  ,  de  la 
même  manière  dont  on  a  rapporté  en  DFE 
le  triangle  ACB  de  la  figure  63, 

Lorfque  Ton  ejl  parvenu  à  avoir  fur  h 
papier  le  triangle  HFG ,  on  y  prend  avec 
un  rapporteur  la  grandeur  de  F  angle  HGF, 
On  dirige  enfuite  Vune  des^  règles  du  gra- 
phometre  au  point  G  ;  &  F  on  fait  tourner 
l'autre  vers  D,  jufquà  ce  quelle  forme  avec 
la  première  un  angle  DFG  égal  à  cet  angle 
ffGF.  Enfin  y  on  fait  planter  un  piquet  D 
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dans  la  direction  de  cette  dernière  règle  ;  & 
par  ce  moyen ,  on  a  deux  points  F  &  & 
de  la  parallèle  demandée.  Ainji  9  fi  Von 
fait  pajfer  par  ces  deux  points  une  ligne 
droite  CFZ)9  elle  fera  cette  parallèle. 


PROPOSITION    XXXIL 
Théorème. 

fejjU  V angle  extérieur  d*un  triangle  ejl 
égal  à  la  fomme  des  deux  angles  inté- 
rieurs de  ce  même  triangle  ,  qui  font  op- 
pofés  à  cet  angle. 

%,7i.  JL'anGLE  extérieur  BCD*  du  triangle 
ABC  ,  eft  égal  à  la  fomme  des  angles  in- 
térieurs B  &  A  qui  lui  font  oppofés. 

N.  133.      Conjl.  Du  point  C  tirez  (n)  la  parallèle^ 
CE  au  côté  AB. 

N,  72.  Démonjl.  L'angle  BCD  eft  (n)  la  fom* 
me  des  angles  BCE  ck  ECD.  Mais,  puif- 
que  [c]  les  lignes  AB  &  CE  font  paralle- 
H.  130. les,  ces  angles  BCE  &  ECD  font  (n) 
égaux,  l'un  à  fon  alterne  B ,  &  l'autre  à 
N.  62.  l'intérieur  A  qui  lui  eft  oppofé.  Donc(n), 
l'angle  BCD  eft  égal  à  la  fomme  des  an- 
gles B  &  A. 

Par  conféquent  7  C,  Q'.  F.  D. 
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Corollaire    I. 

136.  Ii  fuit  de  ce  théorème,  que  la 
fomme  de  tous  les  angles  d'un  triangle  9  ejl 
égale  à  celle  de  deux  angles  droits*  * 

Dans  le  triangle  ABC  *,  la  Tomme  deFig.71; 
tous  les  angles  BCA ,  B  &  À  eft  égale  à 
celle  de  deux  angles  droits. 

Conjl.  Prolongez  le  côté  AC  vers  D  , 
à  volonté. 

Démonjl.  La  fomme  des  angles  BCA 
&  BCD  efl  égale  (n)  à  celle  de  deux  an-  n.  or- 
gies droits.  Mais  (n),  l'angle  BCD  qui  eftn.  1^* 
extérieur  au  triangle  ABC  ,  eft  égal  à  la 
fomme  des  angles  intérieurs  B  &  A  qui 
lui  font  oppofés.  Donc  (n),  la  fomme  des  n,  61. 
angles  BÇA ,  B  &  A  eft  égaie  à  celle  de 
deux  angles  droits. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    IL 

137.  Il  fuit  de  ce  corollaire,  que 7? 
la  fomme  de  deux  angles  quelconques  dun 
triangle  9  ejl  égale  à  celle  de  deux  angles 
quelconques  d'un  autre  triangle;  le  troijieme 
angle  du  premier  triangle  efl  égal  au  troi- 

IJieme  angle  du  fécond. 
Si  dans  les  triangles  ABC  *  &  DEF,  Fîg,  7^ 
jia  fomme  des  angles ,  par  exemple  A  6c 
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C,  eft  égale  à  celle  des- angles,  par  exem« 

pie  D  &  F;  l'angle  B  eft  égal  à  l'angle  E. 

Dêmonjl.  La  Tomme  des  angles  A  ,  B 
N.  62.  ck  C  ,  eft  égale  (n)  à  celle  des  angles  D , 
>ï.  136.  E  ck  F;  puifque  (n)  elles  vâîentTchacune 
deux  angles  droits:  Se  la  fomme  des  an- 
gles A  ck  C  eft  égale  [h]  à  celles  des  an- 
gles P  ck  F.  Ainfi  ,   iî  l'on  retranche  la 
troifieme  fomme  de  la  première  ,   ck  la 
quatrième  de  la  féconde  ,  les  reftes  feront 
N.  64  égaux  (n). 

Or,  ces  reftes  font  l'angle  B  ck  l'angle 
Ë.  Donc   l'angle  B  eft  égal  à  l'angle  E. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    III. 

138.  Il  fuit  aufli  de  ce  premier  corol- 
laire, que  Ji  dans  un  triangle  ifofcclc  , 
V  angle  formé  par  les  côtés  égaux  efl  un 
angle  droit ,  les  autres  angles  font  chacun 
la  moitié  a  un  angle  droit* 
Fig,  73.  Si  dans  le  triangle  ifofcele  ABC  *  l'an- 
gle A  eft.  droit ,  les  angles  B  ck  C  font 
chacun  la  moitié  d'un  angle  droit. 

Démonfi.  La  fomme  des  angles  A  ,  B 

N.  136.  6k  C,  eft  égale  (n)  à  celle  de  deux  angles 

droits.  Ainfî ,  puifque  [H  ]  l'angle  A  eft 

droit ,  les  angles  B  &  C  valent  enfemble 

un  angle  droit  ;  ck  par  conféquent  chacun 

vaut 
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vaut  la  moitié  d'un  angle  droit ,  puifque 
ils  font  égaux,  (n)  N  s4* 

Donc,C.  Q.  F.D. 

Corollaire    IV. 

139.  Il  fuit  encore  de  ce  même  premier 
corollaire  ,  que  dans  un  triangle  êquila- 
tèral ,  chaque  angle  ejl  les  deux  tiers  d'un 
angle  droit, 

Dêmonfi.  Dans  un  triangle  équiîatéral , 
tous  les  angles  font  égaux  (n).  Ainfi ,  ils  n.  8f» 
font  chacun  le  tiers  de  deux  angles  droits 
(n)  ;  &  par  conféquent,  les  deux  tiers  d'un  n.  i$6. 
angle  droit. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    V. 

140.  Il  fuit  enfin  de  ce  même  premier 
corollaire ,  que  la  fomme  de  tous  les  an- 
gles d'une  figure  reWdigne  quelconque  3  ejl 
égale  à  celle  de  deux  fois  autant  a" angles 
droits  ,  moins  quatre ,  que  cette  figure  a 
£  angles  ,  ou  de  cotes, 

La  fomme  de  tous  les  angles  A*,  B,  C ,  pjg,  7m- 
&c.  par  exemple  du  pentagone  ABcDE , 
cft  égale  à  celle  de  deux  fois  cinq  angles 
droits  9  moins  quatre  ;  c'eft-à-dire  à  celle 
de  iîx  angles  droits. 

Conjl.  Du  point  F  pris  à  volonté  dans 

E 
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le  polygone  propofé ,  tirez  à  chaque  an- 
gle A,  B,  C  ,  &c.  les  lignes  droites  FA, 
FB,FC,FD&  FE. 

Démonjl.  Les  lignes  FA ,  FB  ,  FC ,  &c» 
divifent  en  cinq  triangles  AFB,  BFC,  CFD, 
<kc.  le  polygone  propofé  ;  puifque  ce  po- 
lygone a  cinq  côtés.  Or,  la  fomme  de 
tous  les  angles  de  ces  cinq  triangles,  eft 
égale  à  celle  de  dix  angles  droits  ;  puifque 
^,i36.(n),  la  fomme  de  tous  les  angles  d'un 
triangle  eft  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits, 

Mais  la  fomme  de  tous  les  angles  de 
ces  cinq  triangles ,  furpaffe  celle  de  tous 
les  angles  A ,  B,  C ,  ckc.  du  polygone  pro- 
pofé ,  de  la  fomme  de  tous  les  angles 
dont  le  fommet  eft  au  point  F,  laquelle 
H,  98.  eft  égale  (  n  )  à  celle  de  quatre  angles 
droits. 

Donc  ,  fi  de  la  fornrne  de  dix  angles 
droits,  on  retranche  celle  de  quatre  angles 
droits ,  le  refte  qui  eft  la  fomme  de  fïx 
angles  droits,  eft  aufti  celle  de  tous  les 
angles  A*  B,  C9  ckc.  du  polygone  pro-> 
pofé. 

far  eonféquent,  C.  Q.  F.  D„ 

Usage. 

141 .  Lorfquc  Von  connaît  dans  un  trian* 
gie  la  valeur  de  deux  angles  quelconques  , 
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il  ejl  facile  de  trouver  celle  du  troijîeme; 
puifque  (n)  cette  dernière  valeur  ejl  toujours  N.  136. 
la  différence  de  la  première  y  à  la  fomme  de 
deux  angles  droits  9  cef -à-dire  (n)  ,  à  180  n.  38. 
degrés* 

Ainji ,  fi  F  on  fçait  que  dans  le  triangle 
ABC*  V angle  A  ejl  9  par  exemple  ,  de  50  Fîg,  75 
degrés  9  &  V  angle  Cdejf;  on  en  conclut 
que  V angle  B  ejl  de  5;  ç . 


PROPOSITION    XXXIIL 
Théorème. 

142.  Si  dans  un  quadrilatère  deux  côtés 

font  égaux  &  parallèles  ,  les  deux 

autres  le  font  aufjî, 

Ji  dam  le  quadrilatère  DB  *  les  côtés Fig.  76* 
ÂB  &t  DC  font  égaux  &  parallèles  9  les 
côtés  AD  &  BC  le  font  aulTi. 

Conjl.  Tirez  la  diagonale  AC. 

Démonf.  Dans  les  triangles  ABC  ck 
CDA,  l'angle  BAC  eftégal  (n)  à  Ton  al-N.  130. 
terne  DCA,  puifque  [h]  les  côtés  AB  ôc 
DC  font  parallèles  ;  ces  deux  mêmes  côtés 
font  égaux  [h]  ;  &  le  côté  AC  e(l  com- 
mun. Ainfi  (n),  le  côté  AD  eft  égal  auN.  gi 
côté  BC  ;  &  l'angle  DAC  à  l'angle  BCA. 

E  ij 
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Or,  puifque  l'angle  DAC  eft  égal  à 

l'angle  BCA  qui  lui  eft  alterne ,  ce  même 

côté  AD  que  nous   venons  de  conclure 

N.  xi6.  égal  au  côté  BC  5  lui  eft  aufïi  parallèle  (n)„ 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 
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Théorème. 

143.  Dans  un  parallélogramme  %  les  côtés 
oppcfés  font  égaux  ;  les  angles  oppofés 
le  font  aufji  j  &  la  diagonale  le  diyifç 
m  deux  parties  égales, 

.Premièrement.    Dans  le  parallé- 
Fig,  76.  logramme  DB  *  le  côté  AB  eft  égal  au 
côté  DC ,  ck  le  côté  AD  au  côté  BC. 

Confl.  Tirez  la  diagonale  AC. 

Démonjl.  Dans  les   triangles  ABC  ÔC 

CDA ,  le  côté  AC  eft  commun  ;  l'angle 

#.  130?  BAC  eft  égal  (n)  à  fon  alterne  DCA, 

n.  57.  puifque  (n)  les  côtés  AB  ck  DC  font  pa- 

n.  150.  ralleles  ;  ck  l'angle  BCA  eft  aufïi  égal  (n) 

#.  57.  à  fon  alterne  DAC ,  puifque  (n)  les  côtés 

AD  ck  BC  font  aufïi  parallèles.  Donc, 

le,  côté  AB  eft  égal  au  côté  DC,  ck  lg 

N,  113.  côté  AD  au  côté  BC  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°D. 
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Secondement,  l'angle  DAB  eft  éeal 
à  l'angle  DCB  ;  &  l'angle  B  à  l'angle  IX 

Dêmonji.  Les  angles  DAC  ck  BAC  font 
égaux  aux  angles  BCA  ck  DCA  $  cha-1 
cun  à  chacun  [d].  Or,  l'angle  DAB  eft  la 
fomme  des  deux  premiers  ;  ck  l'angle  DCB 
eft  celle  des  deux  derniers.  Donc  (n),  n.  62* 
l'angle  DAB  eft  égal  à  l'angle  DCB. 

Et  dans  les  triangles  ABC  ck  CDA, 
îe  côté  AC  eft  commun,  l'angle  BAC  eft 
égal  à  l'angle  DCA  [D]  ,  ck  l'angle  BCA 
à  l'angle  DAC  [d].  Donc  (n) ,  l'angle  B  n,  113, 
eft  égal  à  l'angle  D. 

Par  conféquent_,  C.  Q.  F,  20  D. 

Troisièmement.  Enfin,  îa  diaço^ 
nale  AC  divife  le  parallélogramme  DB 
en  deux  parties  égales  ABC  ôk  CD  A. 

Démon fî.   Dans  les  triangles  ABC  5t 
CDA  ,  le  côté  AC  eft ,  &c.  Donc  (n)  le  N.  iaj. 
triangle  ABC  eft  égal  au  triangle  CDA. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  30  D. 

COROLLAI  R  È      I. 

144.  Il  fuit  de  la  première  partie  de  ce 
théorème ,  que^z  dans  un  parallélogramme, 
deux  côtés  de  fuite  font  égaux  ,  tous  les  cô- 
tés font  égaux. 

Si  dans  le  parallélogramme  C  *  les  cô-  p,g.  $?, 
tés  de  fuite,  par  exemple  EF  ck   EH  , 

E  iij 
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font  égaux  ,  tous  les  côtés  HG ,  EF,  EK 
&  FG  font  égaux. 

N.  M3-      Démonfi,  Le  côté  HG  eft  égal  (n)  au 

côté  EF  qui  lui  eft  oppofé  ;  le  côté  EF  eft 

égal  [h]  au  côté  EH  ;  Scie  côté  EH  l'eft 

n.  i4z.  (n)  au  côté  FG  qui  lui  eft  oppofé.  Donc 

k.  62.  tous  les  côtés  font  égaux  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    II. 

145.  Il  fuit  de  la  féconde  partie  de  ce 
même  théorème ,  que  fi  dans  un  parallé- 
logramme un  angle  ejl  droit,  ce  parallélo- 
gramme ejl  rectangle» 
pig.  <rj.  Si  dans  le  parallélogramme  B*  l'angle , 
par  exemple  E ,  eft  un  angle  droit ,  ce 
parallélogramme  eft  rectangle. 

Démonjl.  La  fomme  des  angles  E ,  F  , 
G  ck  H  eft  égale  à  celle  de  quatre  angles 

N.140.  droits  (n).   Or,  l'angle  E  eft  droit  [h]; 

N.  143.  6k  l'angle  G  l'eft  aufli  (n)  ,  puifqu'il  eft 
oppofé  à  l'angle  E.  Donc  la  fomme  des 
deux  autres  angles  H  ck  F  eft  égale  à  celle 

N.  143.  de  deux  angles  droits.  Mais  (n)  ,  ces  deux 
autres  angles  font  égaux ,  puifqu'ils  font 
oppofés.  Donc  ils  font  chacun  un  angle 
droit,  Ainfi ,  tous  les  angles  du  parallélo- 
gramme B  font  des  angles  droits.  Par  coîv* 
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féquent  (n) ,  ce  parallélogramme  e{l  rec-  n.  $8. 
tangle. 
Donc,  C  Q.  F.  D. 

Corollaire   îlî. 

146.  Il  fuit  enfin  de  ces  deux  coroU 
laires  ,  que  Ji  un  parallélogramme  a  deux 
côtés  de  fuite  égaux 9  &  un  angle  droit  9  ce 
parallélogramme  ejl  quarré. 

Si  dans  le  parallélogramme  À  *  les  cô-  %  gfr 
tés  de  fuite  ,  par  exemple  HG  ek  HE  9 
font  égaux  ;  ck  ï\  l'angle ,  par  exemple  H , 
eft  un  angle  droit ,  ce  parallélogramme 
e&  quarré. 

Démonfl.  Dans  le  parallélogramme  A  9 
tous  les  côtés  HG,  GF,  HE  ck  EF,  font 
égaux  (n)  ;  puifque  [h]  les  deux  de  fuite  n-  M4* 
HG  ck  HE  le  font  :  &  tous  les  angles  H 7 
G ,  F  ck  E  font  droits  (n)  ,  puifque  [H]  n.  14?. 
l'angle  H  eft  droit.  Ainii  (n)  9  ce  paraîle-  N.  50. 
logramrne  eft  quarré. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

On  peut  encore  tirer  plufteurs  confêquen* 
ces  de  ce  même  théorème  9  par  exemple  celle-ci  £ 

Lorfque  deux  parallélogrammes  ont  un 
angle  égal  à  un  angle  ,  ils  font  équiangles. 

Mais  il  ejl  Ji  facile  &  de  les  appercevoir 
&  de  les  démontrer  9  qu'il  ejl  inutile  d'en 
parler  ici, 

E  iv 
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PROPOSITION    XXXV. 

Thé  or  ê  me. 

147.  Les  parallélogrammes  qui  font  fur 
une  même  bafe"*]6,.  6*  entre  les  mêmes  pa- 
rallèles ,  ont  des  furf aces  égales, 

%•  77«  Lu  ES  parallélogrammes  DB  *  &  DF, 
qui  font  fur  la  même  bafe  DC ,  &t  entre 
les  mêmes-  parallèles  DC  &c  AF  >  font 
égaux. 

Dêmonfl.   Dans  les  triangles  DAE  & 

n.  J4J.  CBF,  le  côté  DA  eft  égal  (n)  au  côté  CB , 
puifque  [h]  le  quadrilatère  DB  eft  paral- 
lélogramme. Par  la  même  raifon,  l'angle 

n.  130.  intérieur  DAE  eft  égal  (n)  à  l'extérieur 
CBF  auquel  il  eft  oppofé.  Enfin  ,  l'angle 

n.  130.  extérieur  DEA  eft  auffi  égal  (n)  à  l'inté- 
rieur CFB  qui  lui  eft  oppofé  ,  puifque  [hJ 
le  quadrilatère    D  F    eft  auftî    parallélo- 

rig.  113.  gramme.  Donc  (n)  ,  le  triangle  DAE  eft 
égal  au  triangle  CBF. 

Par  cenféquent ,    fi  l'on  retranche   de 
chacun  le  même  triangle  GBE  ,  les  reftes 

■j"  On  appelle  Bafe  d'une  figure,  le  côté  fur  lequel  on 
fuppofe  que  cette  figure  eft  pofée.  Par  conféquent ,  l'a 
Hauteur  d'une  figure  ,  eft  la  perpendiculaire  abaiff«e  du 
ftmmet  de  cette  figure  à  fa  bafe. 
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qui  font  les  trapèzes  GA  &  GF,  feront 
égaux  (n).  Mais  puifque  le  trapèze  G  A  n.  64. 
eft  égal  au  trapèze  GF ,  il  l'on  ajoute  à 
chacun  le  même  triangle  DGC  9  les  fom- 
mes  feront  égales  (n).  N,  ^ 

Or  ,  ces  fommes  feront  les  parallélo* 
grammes  DB  &  DF.  Donc  ces  parallélo- 
grammes font  égaux. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D* 

SCHOLIE      I. 

148.  Comme  le  mefurage  des  fur  faces 
dépend  primitivement  de  ce  théorème  ,  nous 
allons  enfeigner  ce  que  ton  entend  par  Me** 
fure  ;  &  la  manière  de  fe  fervir  des  mefures* 

Des  Mesures. 

On  appelle  Mefure ,  une  certaine  êten* 
due  dont  les  hommes  font  convenus  entré 
eux  ,  pour  leur  fervir  de  terme  auquel  ils 
puijfent  comparer  les  autres  étendues  ;  &  ju- 
ger de  leur  grandeur ,  par  le  nombre  qu'elles' 
contiendront  de  parties  ,  égales  chacune  à 
cette  première  étendue.  Or ,  comme  chaque 
partie,  d'une  étendue  ne  peut  être  égale  au  ce 
une  étendue  de  même  genre  quelle  ,  ils  ont 
été  obligés  (n)  de  convenir  de  trois  fortes  de'ti,  t, 
mefures  :  J avoir 3  de  mefures  linéaires  ?  pour 
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leur  comparer  les  lignes;  de  mefures  fuper* 
ficielles  ,  pour  leur  comparer  les  furfaces  ; 
&  de  mefures  folides  9  pour  leur  comparer 
les  corps. 

Les  premières  9  qui  font  des  lignes  droi- 
tes jfe  nomment  mefures  courantes  ;  Ls  au- 
tres fe  nomment  mefures  quarrées ,  parce 
quelles  font  des  quarrls  -j*  ;  &  les  dernières 
s'appellent  mefures  cubiques  ,  parce  quelles 
font  des  cubes  ^. 

Du  Mefurage  ,  ou  de  la  manière 
de  fe  lervir  des  Mefures. 

On  appelle  mefurer  y  confidérer  combien 
une  étendue  contient  d.e  parties  égales  cha- 
cune à  Vétendue  que  Von  a  prife  pour  me- 
fure. 

Ainfi  y  mefurer  une  longueur  _,  cefi  exa- 
miner combien  cette  longueur  contient  de 
parties  ,  égales  chacune  à  la  ligne  droite 
que  F  on  a  prife  pour  mefurer  mefurer  une 
furface  y  cefl  examiner  combien  cette  furf ace 

*j*  On  a  pris  un  quarré  pour  être  la  mefure  des  furfaces;. 
parce  que  la  longueur  &  la  largeur  d'un  quarré  étant 
égales  ,  cette  figure  mefure  également  &  en  même  temps 
les  d:eux  dimenfions  de  la  furface. 

\  Le  Cube  eu.  un  corps  qui  a  la  figure  d'un  dez  à  jouer* 
On  l'a  pris  pour  être  la  mefure  des  corps;  parce  que  fa 
longueur ,  fa  largeur  &  fon  épaifîeur  étant  égales  ,  il  me- 
fure également  &  en  même  temps  les  trois  dimenfions 
des  corps» 
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tentant  de  quârrês ,  égaux  chacun  a  celui 
que  l'on  a  pris  pour  mefure  :  enfin  $  mefurer 
un  folide,  cefl  examiner  combien  ce  folide 
contient  de  cubes  ,  égaux  chacun  à  celui  que, 
Von  a  pris  pour  mefure.  Donc: 

Premièrement.  Four  mefurer  une  ligne 
droite  ,  on  applique  fuccefjlvement  fur  cette 
ligne  celle  que  Von  a  prife pour  mefure.  Or 9 
autant  de  fois  que  Von  peut  Vy  appliquer , 
autant  de  fois  elle  y  efl  contenue  ;  puifque 
cette  même  ligne  que  Von  veut  mefurer , 
pourrait  être  divifée  en  autant  de  parties 
égales  chacune  à  cette  mefure ,  que  cette  même 
mefure  peut  lui  être  appliquée  de  fois. 

Mais  il  faut  obferver ,  que  fi  la  longueur 
que  Von  veut  mefurer  efh  une  ligne  courbe  , 
il  nefl  point  pojfihle  de  lui  appliquer 
une  ligne  droite.  Par  confêquent  9  on  ne 
peut  mefurer  immédiatement  que  les  feules 
lignes  droites. 

Secondement.  Pour  me&rer  un  rectan* 
gky  il  faudroit  lui  appliquer  fuccefjîvement 
te  quarrê  que  Von  auroit  pris  pour  mefure  s 
&  autant  de  fois  que  Von  pourroit  le  lui 
appliquer  ,  autant  de  fois  ce  rectangle  con- 
tiendrait cette  mefure  ;  puifque  Von  pourroit 
le  divifer  en  autant  départies  égales  chacune 
à  cette  mefure  ,  que  cette  même  mefure  pour* 
roit  lui  être  appliquée  de  fois.  Mais  il  neji 

Evj 
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point  praticable  de  porter  facilement  une 
fur/ace  quarrée  ?  ni  de  V  appliquer  fucceffive- 
ment  fur  toute  celle  d'un  rectangle,  Ainfi , 
il  faut  réfoudre  ce  problème  ,  fans  fe  fervir 
iï une  furf ace  pour  mefure  actuelle.  Or,  voici 
la  manière  de  le  faire, 
%•  1 8.      Soit  îe  quarré  M  *,  avec  lequel  il  faut 
mefurer  la  furface  du  reclangle  DB. 

On  prend  une  mefure  courante ,  égale 
au  côté  NO  du  quarré  M  ;  &  Von  conjîdere 
combfcn  la  bafe  DC  du  rectangle  propofê 
contient  de  parties  égales  chacune  à  cette 
mefure  courante;  &  combien  la  hauteur  DA 
en  contient  aujfi.  Or  9  Jî  la  bafe  DC  con- 
tient ,  par  exemple  ,  trois  de  ces  parties  ,  il 
eji  évident  que  le  rectangle  DB  pourroit  être 
divifê  en  trois  autres  rectangles  DE  ,  FG  & 
HB  ,  qui  auroient  chacun  une  bafe  égale  à 
celle  de  la  mefure  M,  Et  fi  la  hauteur  DA 
contient ,  pa;r  exemple  ,  quatre  de  ces  mêmes 
parties  ,  il  efl  encore  évident  que  chacun  des 
rectangles  DE ,  FG  y  &c.  pourroit  êtrefub- 
divifè  en  quatre  autres  9  DL  ,  IP \  &c,  qui 
auroient  au£z  chacun  la  même  hauteur  que 
la  mefure  M,  Ainfi  9  tout  le  rectangle  DB 
pourroit  être  divijé  en  trois  fois  quatre  ,  ou 
d&u^e  quarrés,  égaux  chacun  à  la  mefure  M; 
&  contient  par  conféquent  dou^e  parties 
égales  chacune  à  cette  mefure. 

Pareillement  y  Ji  la  mefure  courante  NO 
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fe  trouvoit  ,  par  exemple  quatre  fois  ~  dans 
la  bafe  a" un  rectangle }  &fix  fois  j  dans  la 
hauteur  ;  on  verrou ,  (  en  tirant  des  parallè- 
les aux  côtes  par  chaque  point  de  divijion  ) 
que  ce  rectangle  contiendroit  28  parties  éga- 
les chacune  à  la  mefure  M,  plus  une  partie 
égale  à  la  moitié  de  cette  même  mefure.  Car 
ce  rectangle  feroit  alors  compofé  ,  1  °  a" un 
rectangle  qui  contiendroit  i^de  ces  parties  ; 
2°  d'un  rectangle  qui  en  contiendroit  ^  9  ou 
3  ;  3  °  dun  rectangle  qui  en  contiendroit  ~ 
ou  1  ;  40  enfin  5  dun  rectangle  qui  en  con~ 
tiendroit  \  tiers  ?  ou  &. 

D'où  Von  conclut  cette  règle  générale  du 
mefurage  des  rectangles, 

149.  La  furface  d'un  re&angîe  eu  égale 
au  produit  du  nombre  des  mefures  cou- 
rantes qui  font  contenues  dans  fa  lon- 
gueur,  multiplié  par  le  nombre  des  mê- 
mes mefures  qui  fe  trouvent  dans  fa_  lar- 
geur :  ou  )  pour  nous  fervir  de  Texprefjîon 
ordinaire  ,  un  rectangle  efl  égal  au  pro- 
duit de  fa  bafe  multipliée  par  fa  hauteur, 

Troifiémement.  Il  faut  aufji  obferver  y 
que  ji  tous  les  angles  de  la  furface  que  Von 
y  eut  mzfurer  ne  font  pas  des  angles  droits  9 
il  neft  pas  poffible  delà  divifer  en  quar- 
rés.  Par  conféquent  y  on  ne.  peut  aufji  me~ 
furer  immédiatement  que  lesfeulsreclanzks* 
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Nous  ne  parlerons  qu'au  onzième  Livre  , 
de  la  manière  de  mefurer  les  parallélépipè- 
des rectangles  *f\ 

Corollaire    I. 

150.  Il  fuit  du  théorème  qui  précède 
cette  fcholie  ,  que  la  furface  d'un  parallé* 
logramme  quelconque ,  e(l  égale  à  celle  d'un 
rectangle  qui  auroit  pour  bafe  l'un  des  côtés 
de  ce  parallélogramme  ;  &  pour  hauteur  9 
une  perpendiculaire  tirée  de  ce  côté  y  à  un 
point  quelconque  du  côté  qui  lui  efi  oppofé  9 
prolongé  s'il  e II  nécejfaire. 

*%•  79-  ^e  parallélogramme  DB  *  en1  égal  à  un 
reclangle  qui  auroit  pour  bafe,  par  exem  - 
pie,  le  côté  DC  de  ce  parallélogramme; 
ck  pour  hauteur ,  une  perpendiculaire  ti- 
rée d'un  point  quelconque  C  de  ce  même 
côté,  au  côté  oppofé  AB,  prolongé  s'il 
eft  nécefTaire. 

N  26§  Conjl.  Du  point  C  ,  abaiïTez  (n)  la  per- 
pendiculaire  CF  au  côté  AB,   prolongé 

n.  Si.  autant  qu'il  le  fera  nécefTaire.  Prenez  (n) 
fur  la  ligne  BF  prolongée  vers  E  ,  la  par- 
tie EF  égale  au  côté  DC.  Enfin ,  tirez  du 
point  D  au  point  E,  la  ligne  droite  DE  ^, 

"j*  Voyez-en  la  définition  au  fixieme  Livre. 

^  On  fe  fert  de  cette  conftru&ion  ,  pour  faire  un  reo 
tangle  DF  égal  à  un  parallélogramme  quelconque  DB, 
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Démonfl.  Le  côté  EF  eft  égal  [c]  & 

parallèle  [h]  au  côté  DC,  Ainri  (n)  ,  le  n.  14*. 

quadrilatère  DF  eftun  parallélogramme; 

ck  par  conféquent  un  rectangle  (n)  ,  puif-  n.  145. 

que  [c]  il  a  un  angle  droit  F.  Or  (n) ,  le  n.  147. 

parallélogramme  J5B  &  ce  rectangle  font 

égaux  ;   puifque  [c]  ils  font  fur  la  même 

bafe  DC  ,  &  entre  les  mêmes  parallèles 

DC&EB.- 

Donc,C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  IL 

151,  Il  fuit  du  corollaire  précédent ,  &£ 
du  n°  1 49  ,  que  la  fur/ace  d'un  parallélo- 
gramme quelconque ,  ejl  égale  au  produit  de 
la  bafe  de  ce  parallélogramme  multipliée  par 
fa  hauteur. 

Le  parallélogramme  DB  *  eft  égal  auFig.  79. 
produit  de  fa  bafe  DC  multipliée  par  fa 
hauteur. 

Conjl,  La  même  que  la  précédente. 

Démonfl.  Le  parallélogramme  DB  cft 
égal  au  re&angle  DF  (n).  Or,  le  reclan- n.  ijo, 
gleDF  eu  égal  (n)  au  produit  de  fa  bafeN-  M9~ 
DC  multipliée  par  fa  hauteur  CF.  Donc 
(n),  le  parallélogramme  DB  eft  aufïi  égal  n.  6a. 
au  produit  de  la  bafe  DC  multipliée  par 
îa  hauteur  CF. 

Mais  cette  bafe  DC  &  cette  hauteur 
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CF  font  aufîî  ,  l'une  la  bafe,  &  l'autre  la 
hauteur  du  parallélogramme  DB.   Donc 
ce  parallélogramme  eft  égal  au  produit  de 
fa  bafe  multipliée  par  fa  hauteur. 
Par  conféquent ,  C.  ,Q.  F.  D. 

SCHOLIE      II. 

152.  //  ejl  à  propos  de  remarquer  ici  9 
que  l'on  dérive  fouvent  du  nom  de  la  mejurey 
le  verbe  qui  exprime  V action  de  s'enjervir. 
Par  exemple  9  du  nom  générique  mefure  ,  on 
dérive  le  verbe  mefurer.  Du  nom  générique 
ligne  droite  5  (en  latin  re&a,)  qui  ejl  la  me- 
fure de  toutes  les  longueurs;  on  dérive  le  verbe 
rectifier,  qui  exprime  V action  de  mefurer  tou* 
tes  fortes  de  lignes.  Du  nom  générique  quar» 
ré,  qui  ejl  celui  de  la  mefure  de  toutes  lesjur- 
faces;  on  dérive  le  verbe  quarrer,  qui  expri- 
me Vaxlion  de  mefurer  toutes  fortes  de  fur  fa- 
ces. Enfin  ,  du  nom  générique  cube  ,  qui  ejl 
celui  de  la  mefure  de  tous  les  corps  ;  on  dé- 
rive le  verbe  cuber  ,  qui  exprime  V action  de 
mefurer  toutes  fortes  de  folides.  Ainfi ,  Von 
dit  rectifier  une  ligne  ,  quarrer  une  furface  9 
cuber  un  folide  ;  pour  exprimer  V action  de 
mefurer  ces  différentes  étendues.  Cefl pareil- 
lement des  noms  particuliers ,  toife ,  aune  9 
arpent ,  &c.  que  dérivent  les  verbes  ,  toifer  ^ 
auner  ;  arpenter  ?  &c,  „      ^ 
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PROPOSITION     XXXV I. 

Théorème. 

153.  Les  parallélogrammes  qui  font  fur  des 
bafes  égales  9  &  entre  les  mimes  paral- 
lèles 9  ont  des  furfaces  égales. 

Les  parallélogrammes  DB*  &t  HF,  quifig.  80. 
font  fur  les  bafes  égales  DC  &  HG ,   &C 
entre  les  mêmes  parallèles   DG  Se  AF, 
font  égaux. 

Conjl,  Tirez  du  point  D  au  point  E  9 
la  ligne  droite  DE  ;  ôt  du  point  C  au  point 
F  la  ligne  droite  CF. 

Démonfl,  Le  côté  DC  eft  égal  [h]  au 
côté  HG  ,  &  le  côté  HG  au  côté  EF  (n).  n.  143, 
Ainfi  (n) ,  les  côtés  DC  <k  EF  font  égaux,  n.  62» 
Par  conféquent ,  puifque  [h]  ils  font  auffi. 
parallèles  ,  le  quadrilatère  DF  eft  parallé- 
logramme (n).  H.  141. 

Or ,  puifque  le  quadrilatère  DF  eft  pa- 
rallélogramme ,  il  eft  égal  (n)  &  au  pa-  n.  147. 
rallélogramme  DB  qui  [c]  eft  fur  la  même 
bafe  DC  que  lui,  &  entre  les  mêmes  pa- 
rallèles DG  ck  AF;  &  au  parallélogramme 
HF  qui  [c]  eft  aufti  fur  la  même  bafe  EF 
que  lui  ,  ck  encore  entre  les  mêmes  parai- 
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N-  é2'leles  DG  &  AF.  Donc  (n)  ;  les  paraîll- 

logrammes  DB  Se  HF  font  égaux. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XXXVII. 
Théorème. 

154.  Les  triangles  qui  font  fur  une  même 

bafe  9  &  entre  les  mêmes  parallèles , 

ont  des  fur  faces  égales, 

Kg, 81. JL es  triangles  ABC*  êk  ADC  qui  font 
fur  la  même  bafe  AC ,  ck  entre  les  mêmes 
parallèles  AC  &  BD,  font  égaux. 

N.  133.  Confl.  Tirez  (n)  du  point  A  ,  la  parai- 
y  lele  AE  au  côté  CB  ;  &  du  point  C 9  la 
parallèle  CF  au  côté  AD.  Prolongez  en- 
fuite  la  ligne  BD  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  des  points  E  &  F,  les  parallèles 
AE  &  CF. 

Démonft.  Les  côtés  AC  &  EB  ,  AC 
&  DF  ,  font  parallèles  [h]  ,  chacun  à 
chacun  ;  &  [c]  les  côtés  AE  &  CB  ,  CF 
&  AD ,  le  font  auili ,  chacun  à  chacun. 
N,  57.  Ainfi  (n) ,  les  quadrilatères  CE  ôt  AF  font 
parallélogrammes.  Par  conféquent  ils  font 

M,  147.  égaux  (n)  ,   puifque  [t]   ils  font  fur  la 
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même  bafe  AC ,  ck  entre  les  mêmes  paral- 
lèles AC  &  EF. 

Mais  (  n  )  les  triangles  ABC  Se  ADC  N.  143 . 
font  les  moitiés,  l'un  du  parallélogramme 
CE  9  ck   l'autre  du  parallélogramme  A  F. 
Donc  (n)  ces  triangles  font  égaux.  N.  6t. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

155,  On  fe  fert  de  ce  théorème  9  de  la 
manière  fuivante  ;  premièrement  9  pour 
faire  un  triangle  rectangle  ,  qui  foit  égal 
à  un  triangle  quelconque  ABC*.  **%•  $*• 

Conft.  On  tire  du  point  B  (n)  une  pa-  N.  133. 
ralkle  indéfinie  BD  au  côté  AC.  Du  point 
A ,  on  élevé  (n)  la  perpendiculaire  AD  à  et  n.  9^. 
même  coté.  Enfin  9  on  tire  du  point  D  au 
point  €  9  la  ligne  droite  DC ;  &  Von  a  un 
triangle  ADC  qui  ejl  le  triangle  demandé. 

Démonft.  Premièrement  ,  le  triangle 
ADC  ejl  rectangle  en  A\çî\.  Secondement 3 
il  ejl  égal  au  triangle  ABC  (n)  ;  puifquex.  x^3 
[c]  il  ejl  fur  la  même  bafe  AC  que  cet  autre 
triangle  ,  &  entre  les  mêmes  parallèles  AC 
&BD. 

Donc ,  C.  Q.  F.  F. 

Secondement  9  pour  faire  un  triangle  qui 
foit  égal  à   un  autre   triangle  quelconque  Fjff  g 
ABC*,  ck  compris  entre  les  deux  lignes  0^84. 
droites  ck  parallèles  AC  Se  EF. 
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Conft.  Du  point  D  ,  auquel  Vun  des 
cotes  du  triangle  propofé  (  par  exemple  h 
côté  AB  prolongé  s'il  ejl  néce (faire  )  ,  ren- 
contre la  parallèle  EF,  tire{  aufommet  de 
V angle  C9  la  ligne  droite  DC.  Dufommet 

N.  i33-  de  V angle  B  >  tire^  (n)  la  parallèle  BG  à 
cette  ligne  DC.  Enfin ,  du  point  G  auquel 
cette  parallèle  rencontre  le  côté  AC  prolongé 
S9 il  ejl  néce [faire  _,  tire^  au  point  D  la  ligne 
droite  GD.  Le  triangle  ADG  9  qui  [c]  ejl 
entre  les  parallèles  AC  &  EF9fera  le  trian- 
gle demandé. 

Fig.  83.  Démonft.  i°  Les  triangles  ADG*  & 
ABC  ont  une  partie  commune  ABG  :   & 

N.  154  Vautre  partie  BDG  du  premier  efl  égale  (n) 
à  Vautre  partie  BCG  du  fécond  :  puifque 
ces  deux  autres  parties  font  des  triangles  , 
qui  [c]  font  fur  la  même  bafe  BG ,  &  entre 
N.  63.  lcs  mêmes  parallèles  BG  &  DC.  Donc  (n) 
les  triangles  ADG  &  ABC  font  égaux. 
Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  F. 

fig.  84.  20  Les  triangles  ADG  *  &  ABC  ont  une 
partie  commune  ADC:  &  V  autre  partie  DGC 

N.  1 54.  du  premier  ejl  égale  (n)  à  Vautre  partie  DBC 
du  fécond;  puifque  ces  deux  autres  parties 
font  des  triangles ,  qui  \jc\font  fur  la  même 
bafe  DC ',  &  entre  les  mêmes  parallèles  DC 
N.  63.  6*  BG,  Donc  (n)  les  triangles  ADG  & 
AB  C  font  égaux. 

Far  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    XXXVII I. 

Théorème. 

156.  Les  triangles  qui  font  fur  des  bafes 
égales  y  &  entre  les  mêmes  parallèles  ,  ont 
des  fur  faces  égales. 

J-iES  triangles  ABC*  Se  DEF  qui  font  Fig.  8y. 
fur  les  bafes  égaies  AC  Se   DF,  Se  entre 
les  mêmes  parallèles  A  F  &  GH,  font 
égaux. 

Conjl.  Tirez  (n)  du  point  A,  la  parai- n.  135, 
lele  A  G  au  côté  CB  ;  Se  du  point  F,  la  pa- 
rallèle FH  au  côté  DE. 

Dèmonft.  Les  côtés  AC  &  GB  \  DF 
Se  EH ,  font  parallèles  [h]  ,  chacun  à  cha- 
cun; &[c]les  côtés  AG  SeCB,  FH  Se 
DE,  le  font  aufli  ,  chacun  à  chacun. 
Ainfï  (n) ,  les  quadrilatères  GC  Se  DH  n.  y7# 
font  parallélogrammes.  Par  conféquent  ils 
font  égaux  (n)  ,  puifque  [h]  ils  font  fur  les  N.  153, 
bafes  égales  AC  Se  DF,  Se  entre  les  mê- 
mes parallèles  AF  Se  GH. 

Mais  (n)  ,  les  triangles  ABC  Se  DEFn.  143, 
font  les  moitiés,  l'un  du  parallélogramme 
GC ,  Se  l'autre  du  parallélogramme  DH. 
Donc  (n)  ,  ces  triangles  font  égaux.  N.  68. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  P. 
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PROPOSITION    XXXIX. 

Théorème. 

157.  Si  des  triangles  qui  font  fur  une 
même  bafe  y  ont  des  furfaces  égales  9  ils 
font  entre  les  mêmes  parallèles. 

%.  86.  ^1  les  triangles  ABC  *  6c  ADC  qui  font 
fur  la  même  bafe  AC ,  font  égaux ,  la  ligne 
droite  tirée  du  fommet  B  de  l'un  au  fom- 
met  D  de  l'autre  9  eft  parallèle  à  eette 
bafe. 

Conjl.  Prolongez  le  coté  AD  vers  E ,  à 
volonté.  Tirez  du  point  B  aux  points  E 
6c  F  pris  aufli  à  volonté  fur  la  ligne  AE  f 
l'un  au-defïus  du  point  EX  6c  l'autre  au- 
defTous ,  les  lignes  droites  BE  &  BF.  En- 
fin ,  tirez  du  point  C  aux  mêmes  points  E 
6c  F,  les  lignes  droites  CE  5c  CF. 

Dèmonfk.  Si  la  ligne  BD  n'étoit  point 
parallèle  à  la  bafe  AC  ,  une  ligne  tirée  âxt 
point  B  parallèlement  à  cette  bafe ,  paffe- 
roit  ou  au-defîus  de  la  ligne  BD,  ou  au- 
defïbus. 

Or ,  fi  elle  pafïoit  au-deflus ,  6c  étoit , 

par  exemple  la  ligne  BE  ,  les  triangles 

H»  if4.AEC  6c  ABC  feroient  égaux  (n)  ,  puif- 

que  [c]  ils  font  fur  la  même  bafe  AC  ,  6c 
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que  [s]  ils  feroient  entre  les  mêmes  pa- 
rallèles AC  &  BE.  Mais  [h],  les  triangles 
ABC  Se  ADC  font  aufîi  égaux.  Donc  (n),  n.  6z, 
le  triangle  AEC  feroit  égal  au  triangle 
ADC.  Ce  qui  n'eft  point ,  puifque  le  pre- 
mier furpaflfe  le  fécond  du  triangle  CDE. 
Et  ii  elle  pafToit  au-defîous ,  &c  étoit , 
par  exemple  la  ligne  BF  ;  on  démonrre- 
roit  par  un  raifonnement  pareil  au  précé- 
dent ,  que  le  triangle  AFC  feroit  égal  au 
triangle  ADC.  Ce  qui  n'eft  point  encore  , 
puifque  le  premier  diffère  du  fécond  du 
triangle  CFD. 

Donc  la  ligne  BD  eft  parallèle  à  la 
bafe  AC. 

Parçonféquent,  C.  Q.  F,  D. 
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PROPOSITION    XL. 

Théorème. 

J  5  8.  Si  des  triangles  qui  font  fur  des  bafes 
égales ,  &  prifes  chacune  fur  une  même 
ligne  droite  ,  ont  des  fur  faces  égales  ;  ils 
font  entre  les  mêmes  parallèles, 

Fig.  87. 0 1  les  triangles  ABC  *  êk  DEF  qui  font 
fur  les  bafes  égales  AC  &:  DF  prifes  cha- 
cune fur  la  même  ligne  droite  AF,  font 
égaux  ;  la  ligne  droite  tirée  du  fommet  B 
de  l'un  au  fommet  E  de  l'autre ,  eft  pa- 
rallèle à  cette  ligne  AF. 

Cmfl.  Prolongez  le  côté  DE  vers  H  , 
à  volonté.  Tirez  du  point  B  aux  points  H 
&£  G  pris  auffi  à  volonté  fur  la  ligne  DH, 
l'un  au-deffus  du  point  E,  &  l'autre  au- 
deflbus  ,  les  lignes  droites  BH  &  BG.  En- 
fin, tirez  du  point  F  aux  mêmes  points 
précédens  H  6c  G ,  les  lignes  droites  FH 
&FG. 

La  démonstration  eft  la  même  que  lapri~ 
cédente  9  n°  157. 

PROPOSITION 
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PROPOSITION    XLI. 

Théorème. 

%  <q.  Si  un  parallélogramme  &  un  trian- 
gle font  fur  une,  même  bafe  y  &  entre  les 
mêmes  parallèles  _,  la  furface  du  parallé- 
logramme efl  double  de  celle  du  triangle. 

JLe  parallélogramme  DB  *  qui  eft  fur  la  Fig.  8S» 
même  bafe  DC  que  le  triangle  DEC  ,  & 
entre  les  mêmes  parallèles  DC  &c  AE ,  eft 
double  de  ce  triangle. 

Conjl.  Tirez  la  diagonale  AC. 

Dêmonjl.  Les  triangles  DEC  &  DAC 
font  égaux  (n)  ;  puifque  [h]  ils  font  fur  la  M.  154, 
même  bafe  DC ,  &c  entre  les  mêmes  paral- 
lèles DC  &  AE.  Or  (n)  \  le  parallélo-  n.  143. 
gramme  DB  eft  double  du  triangle  DAC. 
Donc  (n)  ,  il  eft  aufîi  double  du  triangle  n.  67. 
DEC. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire» 

%6o.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  6k  du 
n°  1  5  1  ,  que  la  furface  dyun  triangle  quel* 
conque  ejl  égale  au  produit  de  la  bafe  de  ce 
triangle,  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hau~ 

F 
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Flgp  %$,      Le  triangle  ABC*  eft  égal  au  produit 
de  fa  bafe  AC ,  multipliée  par  la  moitié 
de  fa  hauteur. 

Confl.  Abaiffez  du   point  B  à  la  bafe 

AC  ,  prolongée  autant  qu'il  le  fera  nécef- 

N.  96.  faire  ,  la  perpendiculaire  BD  (n).  Tirez 

■-N.  133.  enfuite  du  même  point  B  (n) ,  la  parallèle 

B  E  à  la  même  bafe  AC  ;  6k  du  point  C , 

îa  parallèle  CE  au  côté  AB. 

Dimonjl,   Le  parallélogramme  AE  eft 
$.  i$ï.  égal  (n)  au  produit  de  fa  bafe  AC ,  multi- 
pliée par  fa  hauteur  BD.  Or,  le  triangle 
ABC  n'eft  que  la  moitié  de  ce  parallélo- 
N.  159.  gramme  (n).  Ponç  il  n'eft  égal  qu'à  la 
moitié  de  ce  produit.  Par  conféquent ,  il  efl 
égal  au  produit   de  fa  bafe  AC  9  multi? 
pliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  BD. 
Donc  3  Ç.  Q.  F.  D. 

ÇCHOLIE. 

On  déduit  de  ce  corollaire  cette  règle  gé- 
nérale du  mefuragedç  toutes  les  figures  pla- 
nes qui  ne  font  terminées  que  par  des  lignes 
droites. 

161.  Divifez  en  triangles  la  figure  pro- 

pofée  ,  en  tirant   des   lignes  droites  de 

quelques-uns  de  fes  angles  à  chacun  de  (es 

autres  angles.  Mefurez  enfuite  la  furface 

$,  ; jfe,  de  chacun  de  ces  triangles    (n)  ;  ck  I3 
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fomme  de  toutes  ces  furfaces  fera  la  fur- 
face  demandée. 

Ainfl9  foit ,  par  exemple  9  le  polygone 
ABCDE  *  qu'il  faut  mefurer.  F»g«  3°» 

On  le  divifera  en  triangles ,  par  exemple 
AED9  ABD  &  BCD9  par  des  lignes  droi- 
tes DA  &  DB.  On  choijîra  pour  bafes  de 
ces  triangles  9   les  côtés  qui  paroîtront  les 
plus  commodes  ;  cejl-à-dire  9  ceux  qu'il  ne 
fera  pas  néceffaire  de  prolonger  pour  leur 
abaijjer  des  perpendiculaires  9   &  qui  font 
ici  les  côtés  DA  &  DB.  Des  angles  E  ,  B 
&  C  qui  font  oppofés  à  ces  bafes 9  on  abaif 
fera  à  ces  mêmes  bafes  (n)  les  perpendicu-N.  96. 
laires  E  f,  Bg  &  Ch*  On  mefurer  a  enfuite 
chacune  de  ces  bafes  9    &  chacune  de  ces 
perpendiculaires.   Et  fi  la  bafe  DA  con- 
tient 9  par  exemple  9  1 00  mefures  courantes 
égales  chacune  au  côté  de  la  mefure  quarrée 
dont  on  voudra  fe  fervir 9  la  bafe  DB  yo9 
la  perpendiculaire  Eî  37,  la  perpendicu- 
laire Bg  28  ,  &  la  perpendiculaire  Ch.2.y9 
on  en  conclura  (n)  que  le  triangle  AEDk.  16&* 
contient  1850  de  ces  mefures  quarrées 9  le 
triangle  ABD  1400,  le  triangle  BCD  805  ; 
&  que  par  conféqueni  le  polygone  ABCDE 
m  contient  405  J. 

»" 
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PROPOSITION    XLII. 
Problême. 

tél.  Décrire  un  parallélogramme  dont  la 
furface  foie  égale  à  celle   d'un  triangle 
donné ,  &  qui  ait  un  angle  égal  à  un 
angle  aujji  donné. 


L  faut  décrire  un  parallélogramme  qui 
î»g. 91'  foit  égal  au  triangle  ABC*,  &  qui  ait  un 

angle  égaL  à  l'angle  D. 
^  93.       Confi.  Divifez  (n)  le  côté  AC  en  deux 
H.  n  ?•  parties  égales  AF  &  FC.  Faites  (n)  fur 
l'une  de  ces  parties ,  par  exemple  fur  FC  , 
l'angle  GFC  qui  ait  le  point  F  pour  fom* 
met ,  &  foit  égal  à  l'angle  D.  Tirez  du 
N,  133.  point  B  (n)  la  parallèle  indéfinie  BE  au 
H.  81.  côté  AC.  Prenez  fur  cette  parallèle  (n)  la 
partie  GE  égale  à  la  partie  FC.  Enfin  , 
tirez  du  point  C  au  point  E  la  ligne  droite 
CE.  Le  quadrilatère  FE  eft  le  parallélo- 
gramme demandé. 

Pour  la  démonfèratïon ,  tirez  du  point 
B  au  point  F  la  ligne  droite  BF. 

Démonjl.  Premièrement  9  le  côté  GE 

çft  égal  &  parallèle  au  côté  FC  [c],  Ainfï 

¥i  H*-  (n)  ,  le  quadrilatère  FE  eft  un  parallélo- 

Vf  î|9?  gramme?  Par  çonféquent  (n)  il  eft  double 
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éa  triangle  FBC,  puifque  [c]  il  en1  fur  la 
même  bafe  FC  que  ce  triangle ,  &  entre 
les  mêmes  parallèles  AC  &  BE.  Mais  le 
triangle  ABC  eft  aufli  double  du  même 
triangle  FBC  ;  puifque  (n)  les  triangles N,  156a 
ÀBF  &  FBC,  qui  [c]  font  furies  bafes 
égales  AF  &  FC ,  &  entre  les  mêmes  pa- 
rallèles AC  &  BE,  font  égaux.  Donc  (n)N*  $7* 
le  parallélogramme  FE  efl  égal  au  triangle 
ABC. 

Secondement,  le  même  paralléîogram» 
me  a  l'angle  GFC  égal  à  l'angle  P[c]« 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  F. 

SCHOLIE. 

163.  Si  Von  propofoit  au  contraire  de 
décrire  un  triangle  qui  fût  égal  à  un  pa- 
rallélogramme quelconque   DB%  &  efùi% .$%. 
eût  un  angle  égal  à  l'angle  G;  on  le  ferais 
de  la  manière  fuivante. 

Conft.  On  prolongerait  indéfiniment  les 
côtés  DC  &  AB ,  Vun  vers  F,  &  F  autre  vers 
E.  On  feroit  fur  la  ligne  DF  (n)  l'angle^*  uty 
EDF  qui  aurait  le  point  D  pour  fommet , 
&  feroit  égal  à  F  angle  G,  On  prendroit 
fur  cette  même  ligne  (n)  la  partie  CF  égaler.  %t. 
au  côté  DC.  Enfin  ,  on  tireroit  du  point  E 
au  point  F,  la  ligne  droite  EF;  &  le  trian- 
gle DEF feroit  le  triangle  demandé. 

Pour  la  démonilration  ?   on  tireroit  du 

F  iij 
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point  E  au  point  C  9  la  ligne  droite.  EC  ; 
&  Von  démontreroit  enfuite ,  par  un  raifon- 
nement  pareil  au  précèdent ,  que  le  triangle 
DE  F  feroit  le  triangle  demandé* 


PROPOSITION    XLIIL 

Théorème. 

i  64.  Les  complémens  d'un  parallélogramme 
ont  des  fur/aces  égales. 

f>ô-  93»  Les  complémens  DF*  &  FB  du  paral- 
lélogramme DB ,  font  égaux. 

Démonjl.  Les  triangles  DAC  8c  BCA 
n.  143.  font  égaux  (n)  ;  Se  il  en  efl  de  même  5  tant 
des  triangles  ÉAF  &  GFA  ,  que  des  trian- 
gles IFC  ck  HCF.  Ainfî,  fi  l'on  retranche 
du  triangle  DAC,  les  triangles  EAF  & 
IFC  ;  ck  du  triangle  BCA ,  les  triangles 
n,  64. GFA  &  HCF,  les  reftes  font  égaux  (n). 
Or  9  ces  reftes  font  les  complémens  DF 
&  FB  du  parallélogramme  DB.  Donc  les 
complémens  de  ce  parallélogramme  font 
égaux. 

Par  conféquent ,  C.  Q,  F.  D. 
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RO  POSITION    XL  IV. 

Problême*  \ 

î6}.  Décrire  fur  Une  ligne  droite  donnée  9 
un  parallélogramme  dont  la  furface  foii 
égale  à  celle  d'un  triangle  donné  ,  &  qui 
ait  un  angle  égal  à  un  angle  aujji  donné* 

1  L  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  AB  *  Fig   ^ 
un  parallélogramme  qui  foit  égal  au  trian- 
gle C  ,  6k  qui  ait  un  angle  égal  à  l'angle  D. 
Conjl.    Prolongez  la  ligne  AB  vers  E 
indéfiniment,    Sur  le  prolongement    BE 
pris  aufîi  grand  qu'il  le  fera  nécerTaire,  dé- 
crivez (n)  un  triangle  BFË ,  dont  les  côtésN.  n& 
foient  égaux  à  ceux  du  triangle  C  ,  chacun 
à  chacun.  Faites  (n)  un  parallélogramme  n,  \6%* 
BH  qui  foit  égal  au  triangle  BFE  ,  6k  qui 
ait  l'angle  GBE  égal  à  l'angle  D.  Prolon- 
gez indéfiniment  vers  K,  vers  L  6k  vers  N, 
les  côtés  HG,  HI  6k  GB.   Faites   (n)  len.  1% 
prolongement  GK  égal  à  la  ligne  AB.  Du 
point  K  tirez  par  le  point  B  la  ligne  KL  ; 
6k  par  le  point  A  ,  la  ligne  indéfinie  KM, 
Enfin  (n)  ,  tirez  par  le  point  L  la  parallèle  n.  i$$t 
LiM  à  la  ligne  KH.  Le  quadrilatère  MB 
fera  le  parallélogramme  demandé. 

Fiy    - 
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Démonjl.  Le  quadrilatère  MH  eft  paral- 
lélogramme [  c  ]  ;    ainfi ,  les   parallélo- 
grammes MB  &  BH  qui  en  font  les  corn- 
n.  "^«plémens,  font  égaux  (n).  Mais  le  parallélo- 
gramme BH  eft  égal  au  triangle  BFE  [c] , 
&  le  triangle  BFE  l'eft  [c]  au  triangle  C. 
Donc  ,  le  parallélogramme  MB  eft  égal 
n.  62.au  triangle  (n).    Enfin,  l'angle  AB  N 
N.  ipi.eft  égal  (n)  à  Pangîe  GBE  qui  lui  eft  op- 
pofé  au  fommet  ;  &  l'angle  GBE  eft  égal 
à  l'angle  D  [c"|. 
Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 

S  c  H  olie. 

166,  Si  Von propofolt  au  contraire,  de 
î'g-  94«  décrire,  fur  une  ligne  droite  AB  *  un  trian- 
gle qui  fût  égal  à  un  parallélogramme 
donné ,  &  qui  eût  un  angle  égal  à  Vangle- 
D  _,  on  le  feroit  de  la  manière  fuivante. 

Sur  le  prolongement  de  la  ligne  AB  9  on 
dêcriroit  un  parallélogramme  BH,  qui  foit 
double  du  parallélogramme  propofé;  &  qui 
ait  Vangle  GBE  égal  à  V angle  D.  On 
achéveroit  enfuite  le  parallélogramme  MH  9 
de  même  que  dans  le  problême  précédent. 
Enfin  9  on  tireroit  la  diagonale  AN;  & 
ton  auroit  un  triangle  ABN  >  qui  feroit  h 
triangle  demandé. 

Pour  la  démonjlration  5  revoye^  la  pri~ 
cédente. 
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PROPOSITION    XLV. 

Problême. 

167.  Décrire  un  parallélogramme  dont  la 
furface  foit  égale  à  celle  dy une  figure  rec- 
tiligne  quelconque  9  &  qui  ait  un  angle 
égal  à  un  angle  donné. 

Il  faut  décrire  un  parallélogramme  qut 

foit  égal  à  la  figure  rectiligne  BD%  ck  qui  Fîg,  95-» 

ait  un  angle  égal  à  l'angle  E. 

Conji.  LXivifez  en  triangles ,  par  exem- 
ple ABC  ck  ACD,  la  figure  proposée  BD, 
Décrivez  enfuite  (n)  un  parallélogramme  N.  i6z« 
IG,  qui  foit  égal  à  celui  de  ces  triangles 
qu'il  vous  plaira,  par  exemple  au  triangle 
ABC  ;  6c  qui  ait  un  angle  f.  par  exemple 
l'angle  I ,  égal  à  l'angle  E.  Faites  enfin  (îï)n.  i6f, 
fur  l'un  des  côtés  de  ce  parallélogramme , 
par  exemple  fur  le  côté  HG  9  un  autre  pa- 
rallélogramme HK  qui  foit  égal  au  trian- 
gle ACD  ;  ck  qui  ait  Fangle  GHL  égal  à 
l'angle  I.  La  figure  rectiligne  IK  ?  formée 
par  ces  deux  parallélogrammes  5  fera  le 
parallélogramme  demandé. 

Démonfi.  Puifque  le  quadrilatère  ÏG 
eft  parallélogramme  [c]  3  la  fomme  des 
angles  GHI  ck  I  eft  égale  à  celle  de  deux 

F  Y 
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».  130.  angles  droits  (n).  Mais  [c]  l'angle  GHL 

N.  61.  eft  égal  à  l'angle  I.  Donc  (n)  ,  la  fomme 
des  angles  GHI  "&:  GHL  eft  auffi  égale  à 
celle  de  deux  angles  droits  ;  &  par  confé- 

».  ioo.  quent  (n)  les  lignes  droites  IH  &  HL,  qui 
[c]  font  tirées  du  même  point  H  de  la 
droite  GH  ,  ne  font  qu'une  feule  ligne 
droite  1HL. 

Pareillement ,  puifque  le  quadrilatère 
HK  eft  parallélogramme  [c] ,  la  fomme 
des  angles  HGK  &  GHL  eft  égale  à  celle 

»»  130.  de  deux  angles  droits  (n).  Mais[c],  l'an- 
gle GHL  eft  égal  à  l'angle  I ,  &  l'angle  I 

n.  143-1'eft  à  l'angle  HGF  (n).  Donc  la  fomme 

des  angles  HGK  &  HGF  eft  auffi  égale 

».  61.  à  celle  de  deux  angles  droits. (n).  Par 

N.  100.  conféquent  (n).,  les  lignes  droites  FG  ck 
GK  ,  qui  [c]  font  tirées  du  même  point  G 
de  la  droite  GH?  ne  font  qu'une  feule 
ligne  droite  FGK. 

Ai-nfi,  la  figure  re&iîigne IK  eft  un  qua- 
drilatère. Par  conféquent  un  parallélo- 
»,  n« gramme  (n),  puifque  [c  &  d]  fes  côtés 
JHL  &  F  G  K  font  parallèles  ,  &  que 
fes  côtés  IF  &:  LK ,  qui  [c}  font  parallèles 
chacun  à  la  même  HG  ,  font  auffi  parai- 

».  m*',  leles  entr'eux.  (n)  Or,  premièrement,  ce  pa- 

»a72.rallélogrammeeft  égal  (n)  à  la  figure  rec- 

tiligne  BD  ;.  puifque  [c]  les  parties  IG  & 

HK  de  l'un  font  égales  au  parties  ABC  & 
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ÂCD  de  l'autre ,  chacune  à  chacune.  Se- 
condement 9   il  a  l'angle  I  égal  à  l'angle  E 

M. 

Par  conféquent ,  C.  Q*  F.  F. 
S  C  HO  LIE. 

168.  Si  la  figure  recliligne  BD*  avoiftlg.  $$* 
plus  de  quatre  côtés ,  CV  qu'il  fallût  la  diyi-* 

fer  9  par  exemple  9  en  trois  triangles, 

Alors  9  après  avoir  décrit  un  parallélo-* 
gramme  IK  égal  aux  deux  premiers  trian- 
gles ABC  &  ACD$  de  la  manière  dont  ce 
problême  enfeigne  à  le  faire  ;  on  décriroitfur 
le  côtéLK  de  ce  parallélogramme  9  un  parai" 
lélogramme  égal  au  troijieme  triangle  ,  de 
la  même  manière  dont  on  a  décrit  fur  h 
côté  HG  le  parallélogramme  HK  égal  au 
triangle  ACDT  Et  ainfi  de  fuite  ,  Jï  la 
figure  propofée  fe  divifoit  en  un  plus  grand 
nombre  de  triangles, 

169.  Mais  fi  V on  propofoit  de  faire  un 
parallélogramme  qui  fût  égal  à  plujîeurs 
figures  reclilignes  ;  par  exemple  y  aux  deux 
figures  A*  &  B,  Hg.  96» 

On  commenceroit  par  en  confiruire  un 
FL  (n)    qui  foit  égal  à  la  figure  A,  En-n.  1^7* 
fuite  ,  fur  Vun  des   côtés  de  ce  parallêlo~ 
gramme  FL  ,  par  exemple  fur  le  côté  ML  P 
on  en  conjlruiroit  un  autre  MD  (n)y  quiu,  %6j* 

F  vj 
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foit  égal  à  fa  figure  B  ;  &  Von  auroit  un 
parallélogramme  FD,  égal  aux  deux  figures 
A&  B. 

Enfin  ,  s'il  s'agiffoit  d'augmenter  encore 
le  parallélogramme  FD  9  d'une  figure  recli- 
N.  1^7.  ligne  quelconque  KH y  on  conftruiroit  (n) 
fur  Vun  des  cotés  FE  ou  ED  du  parallélo- 
gramme FD  9  un  parallélogramme  qui  foit 
égal  à  cette  figure  KH ;  &  ainji  de  fuite. 


PROPOSITION    XLVI. 

Problème. 

170.  Décrire  un  quarréfurune  ligne  droite 
donnée* 

Il  faut   décrire  un  quarré  fur  la  ligne 
jig,  91.  droite  AB  *. 

N>  ç5#  Conjl.  Du  point  A  ,  élevez  (n)  la  per- 
pendiculaire AD  à  la  ligne  AB.  Du  point 

n,  95. B,  élevez  encore  (n)  la  perpendiculaire 
BC  à  la  même  ligne.  Faites  ces  perpendi^ 
culaires  égales  chacune  à  la  ligne  AB. 
Enfin ,  tirez  du  point  D  au  point  C ,  la 
ligne  droite  DC.  Le  quadrilatère  AC  que 
ces  lignes  formeront  avec  la  ligne  AB  9 
fera  le  quarré  demandé. 

Démonfl,  Les  cotés   AD  &  BC  font 
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égaux  [c]  ;  &  parallèles  (n) ,  puifque  [c]  n.  i  i$, 
ils  font  perpendiculaires  chacun  à  la  même 
ligne  droite  AB.  Ainfi  (n)  ,  le  quadrilatère  n.  i4î# 
AC  eft  parallélogramme.  Or,  dans  ce  pa- 
rallélogramme ,  l'angle  A  eft  droit  (n)  ,n.  21» 
ck  les  côtés  de  fuite  AB  &  AD  font  égaux 
[c].    Donc  (n)  ce  parallélogramme  eftN.  46. 
quarré. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 

Autre  Confia  *J*  Du  Point  A*,  élevez  îaFig»  9%» 
perpendiculaire  AD  à  la  ligne  AB  (n).  Fai-N.  $5. 
tes  cette  perpendiculaire  égale  à  cette  li- 
gne AB.  Des  points  D  &  B  pris  pour  cen- 
tres ,  ck  avec  encore  cette  même  ligne  AB 
prife  pour  rayon,  décrivez  deux  arcs  qui 
fe  coupent  en  un  point  C.  Enfin  tirez  du 
point  C  aux  points  D  &  B,  les  lignes 
droites  CD  ôc  CB.  Le  quadrilatère  AC 
que  ces  lignes  formeront  avec  les  précé- 
dentes AB  &  AD  y  fera  le  quarré  de- 
mandé. 

Dimonjl.  Tous  les  côtés  du  quadrila- 
tère AC  font  égaux  [c].  Ainfi   (n) ,  cen.  s^ 
quadrilatère   eft    parallélogramme.    Or  , 
dans   ce  parallélogramme ,  l'angle  A  efl 

*}•  Nous  donnons  ces  deux  con$ru£tions  ,  parce  que  îa 
première  eft  la  plus  commode  fur  le  terrein ,  &  la  fé- 
conde furie  papier.  A  l'égard  de  la  manière  d'élever  fur 
le  terrein  une  perpendiculaire  à  une  ligne  droite  quel- 
conque j  voye^  le  n°  177, . 
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n.  ai.  droit  (n).  Donc  ce  parallélogramme  eft 
K.  i46.quarré  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION    XLVII. 

Théorème. 

171 .  Dans  un  triangle  rectangle  9  le  quarri 
de  Vhypothénufe  eft  égal  à  la  jomme  des 
quarrés  des  deux  autres  côtés, 

r  ..Dans  le  triangle  ABC*  qui  eft  rectan- 
gle en  B  ,  le  quarré  AD  de  î'hypothénufe 
AC  eft  égal  à  la  Tomme  des  quarrés  A  G 
ck  CH  des  deux  autres  côtés  ÂB  ck  BC. 
Confl.  Du  fommet  de  l'angle  droit  B  , 
H#  ,,«  tirez  (n)  la  parallèle  BL  au  côté  AE.  Du 
même  point  B ,  tirez  aux  points  E  ck  D  , 
les  lignes  droites  BE  ck  B  D.  Enfin, 
tirez  du  point  F  au  point  C  la  ligne  droite 
FC  ,  ck  du  point  A  au  point  I ,  la  ligne 
droite  AI. 

Démonft.    Dans  les  triangles  ABE  ck 

AFC  ,  l'angle  BAE  eft!  égal  à  l'angle  FAC 

N.  63.  (n)  ;  puifque  le  premier  eft  la  fomme  de 

l'angle  BAC  ?  ck  de  l'angle  CAE  qui  eft 

N,  yo.'un  angle  droit  (n)  ;  ck  que  le  fécond  eft 

celle  du  même  angle  BAC  >  ck  de  l'angle 
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BAF  qui  eft  aufli  un  angle  droit  (n)  :  leN.  fo. 
côté  AE  eft  égal  au  côté  AC  (n)  ;  puif-N.  50. 
que  [h]  l'un  &  l'autre  font  côtés  du  même 
quarré   AD:  enfin,  le  côté  AB  eft  égal 
au  côté  AF  (n)  ;  puifque[H]  l'un  &  l'autreN.  j«. 
font  aufli   côtés   du  même    quarré  AG. 
Donc,  ces  deux  triangles  font  égaux  (n).N.  82. 

Mais  (n) ,  le  premier  eft  la  moitié  deu.  1^% 
la  partie  AL  du  quarré  AD  ;  puifque  [  C  ] 
il  eft  fur  la  même  bafe  AE ,  &  entre  les 
mêmes  parallèles  AE  &  BL  que  cette  par- 
tie ,   qui  eft  un  parallélogramme  [c]  :  ÔC 
le  fécond  eft  aufli  la  moitié  du  quarré  AG 
(n)  ;  puifque  [c]  il  eft  aufli  fur  la  même  N.  159, 
bafe  AF  que  ce  même  quarré,  &  entre  les 
mêmes  parallèles  AF  &t  CG.  Donc ,  la 
partie  AL  eft  égale  au  quarré  AG  (n).       n.  6ja 
.    Or,  on  démontre  de  la  même  manière, 
que  les  triangles  CBD  &  CIA  font  égaux; 
que  le  premier  eft  la  moitié  de  l'autre  par- 
tie LC  du  quarré  AD  ;  &  que  le  fécond 
eft  la  moitié  du  quarré  CH.   Par  confé- 
quent  (n),  cette  autre  partie  LC  eft  égale  n.  6j*. 
au  quarré  CH.  Donc  ,  le  quarré  AD  qui 
eft    la  fomme    de  ces    deux  parties  AL 
&  LC ,  eft  égal  à  la  fomme  des  quarrés 
AG&CH. 

Par  conféquent  ^  C.  Q.  F,  D- 


136    Les  Elémens  dIluclide, 

Corollaire. 

172.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  de 
plufieurs  lignes  droites  qui  font  tirées  dun 
même  point  à  une  même  ligne  droite  ;  celles 
qui  font  plus  éloignées  de  la  perpendicu- 
laire 9  font  plus  grandes  que  celles  qui  en 
font  moins  éloignées, 
Flg.ioi.  La  ligne  droite  CF*  qui  eft  plus  éloi- 
gnée de  la  perpendiculaire  CD  que  la  li- 
gne droite  CE  9  eft  plus  grande  que  cette 
dernière  ligne. 

Démonfl.  Dans  le  triangle  FCD  qui  [h] 
eft  rectangle  en  D ,  le  quarré  de  l'hypo- 

n.  171.  thénufe  CF  eft  égal  (n)  à  la  Comme  des 
quarrés  des  côtés  CD  Se  DF  :  &  dans  le 
triangle  ECD,  qui  [h]  eft  auffi  redangie 
en  D  ,  le  quarré  de  l'hypothénufe  CE  eft 

n.  171.  égal  (n)  à  la  Comme  des  quarrés  des  côtés 
CD  &  DE. 

Or ,  cette  première  Comme  eft  plus 
grande  que  la  dernière  ;  puiCque  [h]  le 
côté  DF  eft  plus  grand  que  le  côté  DE. 
Donc ,  le  quarré  de  l'hypothénufe  CF  eft 
plus  grand  que  celui  de  l'hypothénufe  CE. 
Par  confëquent  ,  la  ligne  CF  eft  plus 
grande  que  la  ligne  CE. 

Donc,  C.  Q.  F.  D» 
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Usage  I. 

xj 3 .  On  fe  fert  ordinairement  de  cette 
proposition  9  pour  réfoudre  le  problême  fui" 
vant. 

On  donne  les  côtés  A*  &  B  de  deux  Fig.ioo. 
quarrés  ;  &  Ton  propofe  de  faire  un  quarré 
qui  foit  égal  à  la  fomme   de  ces   deux 
quarrés. 

Solution.  Tirei  une  ligne  droite  ED 
égale  à  Vune  des  lignes  données  9  par  exem- 
ple à  la  ligne  A,  Du  point  Dy  éleve^  (n)^.^^, 
la  perpendiculaire  DC  à  cette  ligne  ED, 
Faites  cette  perpendiculaire  égale  à  Vautre 
ligne  donnée  B,  Enfin  y  tire^  du  point  C  au 
point  E  la  ligne  droite  CE,  Cette  ligne- 
fer  a  le  côté  du  quarré  demandé, 

Démonft.  Le  triangle  ECD  efi  rectangle 
en  D[c].  Ainjî(n)  ,  le  quarré  de  Vhypo-w.  171. 
thénufe  CE  ejl  égal  à  la  fomme  des  quarrés 
des  côtés  ED  &  DC.  Mais  [c],  ces  côtés 
font  égaux  aux  lignes  A  &  B  ,  chacun  à 
chacune.  Donc ,  le  quarré  de  Vhypothénufe 
CE  ejl  égal  à  la  fomme  des  quarrés  des  li- 
gnes A  &  B. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  F. 

Corollaire. 
Ï74.  Il  fuit  de  la  folution  du  problême 
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précédent:  premièrement,  que  pour  faire 
un  quarrê  qui  foit  double  de  celui  de  la 
ft'g*  100  ligne,  A  *9  il  faut  faire  la  perpendiculaire 
DC égale  à  la  ligne  ED.  Secondement', 
que  pour  faire  un  quarré  qui  foit  triple  de 
celui  de  la  même  ligne  A  _,  il  faut  commen- 
cer par  trouver  le  côte  dhin  quarrê  double  9 
&  faire  enfuit e  la  perpendiculaire  DC  égale 
à  ce  côté.  Et  ainfi  de  fuite. 

Usage    II. 

175.  On  fe  fert  auflî  de  cette  propofition 
pour  rêfoudre  cet  autre  problême. 

Fig.  102     La  longueur  d'une  échelle  AB  *  eft  de 

10  pieds;  ck   cette   échelle  étant  pofée 

droite  contre  un  mur  D ,  elle  eu  de  même 

hauteur  que  ce  mur.    Si,  en  appuyant  le 

haut  de  cette  échelle  contre  ce  mur ,  on 

éloigne  fon  pied  de  celui  de   ce  même 

mur  ,  de  6  pieds  ;  de  combien  s'en  faudra- 

t-il  que  la  hauteur  de  cette  échelle  ainft 

inclinée,  ne  foit  égale  à  celle  de  ce  mur? 

Solution.  La  longueur  AB  de  V échelle  9 

fa  hauteur  AC ,  &  la  diflance  BC  de  fon 

pied  B  au  pied  C  du  mur ,  forment  un 

triangle  ACB  qui  ejl  rectangle  en  C.  Ainft 

N.  17 1.  (n)  9  k  quarrê  de  la  diflance  BC ,  (gui  [h] 
ejl  de  36  pieds  )  avec  celui  de  la  hauteur 
AC  (  qui  ejl  inconnu  )  ,  doit  être  égal  au 
quarrê  de  la  longueur  AB  y  (qui  [h]  ejl  d& 
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1 00  pieds.  )  Mais  9  puifque  36  pieds  9  avec 
le  quarrl  qui  efl  inconnu,  doit  faire  100 
pieds  9  ce  quarré  inconnu  doit  être  de  64 
pieds.  Par  confèquent ,  fon  côté  AC  efl 
de  8  pieds.  Or9  puifque  la  hauteur  AC  de 
F  échelle  efl  de  S  pieds ,  &  que  [h]  la  hau- 
teur EC  du  mur  efl  de  10  pieds ,  il  s'en 
faut  de  1  pieds  que  la  hauteur  de  l'échelle  ne 
foit  égale  à  celle  du  mur. 

Par  confèquent ,  C,  Q,  F.  F, 
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PROPOSITION    XLVIII. 

Théorème. 

Î76.  Si  dans  un  triangle  le  quarrê  de  Vun 
des  côtés  ejl  égal  à  la  fomrne  des  quarrés 
des  deux  autres  côtés  y  ce  triangle  ejl 
rectangle, 

Fig.  103  ^1  dans  le  triangle  ABC  *,  le  quarré  du 
côté  AC  eft  égal  à  la  Tomme  des  quarrés 
des  deux  autres  côtés  BC  &  BA,  ce  trian- 
gle eft  rectangle. 

Conjl.  De  l'une  quelconque  des  extré- 
mités des  côtés  BA  &  BC  ,  par  exemple  , 

N.  9j.  de  l'extrémité  C  du  coté  BC  ,  élevez  (n) 
la  perpendiculaire  CD  à  ce  côté.  Faites 
cette  perpendiculaire  égale  à  l'autre  côté 
BA.  Enfin  ,  tirez  du  point  B  au  point  D, 
la  ligne  droite  BD. 

Démonjl.  Le  quarré  du  côté  AC  eft 
égal  [h]  à  la  fomme  des  quarrés  des  côtés 
BC  &  BA  ;  (k  par  conféquent,  à  celle  des 
quarrés  des  côtés  BC  &  CD  ,  puifque  [c] 

N.  171.  les  côtés  B  A  &  CD  font  égaux.  Mais(n), 
le  quarré  du  côté  BD  eft  aufli  égal  à  la 
fomme  des  quarrés  de  ces  mêmes  cotés 
BC  &  CD  ;  puifque  [c]  le  triangle  BCD 
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en:  re&angle  en  C.  Donc  (n) ,  le  quarré  n.  62. 
du  côté  AC  eft  égal  à  celui  du  côté  BD. 
Par  conféquent ,  ces  côtés  font  égaux. 

Ainfi ,  les  triangles  ABC  &  BCD  ont 
le  côté  BA  égal  au  côté  CD  [c]  ,  le  côté 
AC  égal  au  côté  BD  [d]  ,  &  le  côté  BC  eft 
commun.  Donc  (n),  l'angle  ABC  eft  égaler  8g- 
à  l'angle  BCD.  Par  conféquent  ,  puifque 
l'angle  BCD  eft  droit  [c],  l'angle  ABC 
l'eft  auflï. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

177.  On  peut  fefervir  de  cette  propofi-* 
tion  9  de  la  manière  fuivante  ,  pour  élever 
fur  le  terrein  une  perpendiculaire  à  une  ligne 
droite  quelconque  BC*.  Fig.  103 

Après  avoir  pris  pour  mefure  une  Ion- 

gueur  quelconque  9   mais  cependant  d'une 

grandeur  raifqnnable  ,    on  marque  fur  la 

ligne  BC  un  point  E  ,  qui  foit  éloigné  du 

point  C  de    quatre  fois  cette  mefure.    On 

compte  enfuite  fur  une  corde  ,  premièrement 

trois  parties^  enfuite  cinq  parties ,  égales 

chacune  à  cette  même  mefure  ;  &  Von  y  met 

une  marque  au  point  qui  efl  compris  entre 

les  trois  premières  parties  &  les  cinq  autres. 

On  attache  les  deux  bouts  de  cette  corde , 

F  un  au  point  C,  &  Vautre  au  point  E„ 

JLnfin  9  on  prend  cette  corde  par  le  point 
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que  l'on  y  a  marqué  :  on  s'avance  vers  D  ,v 
jufqu'à  ce  que  les  deux  parties  de  cette  même 
corde  foient  également  tendues.  Et  alors  le 
point  par  lequel  on  la  tient  ?  détermine  fur 
le  terrein  le  point  D  9  duquel  9  fi  Von  tire 
au  point  C  la  ligne  droite  DC ,  cette  ligne 
fera  la  perpendiculaire  demandée. 

Démonft.  Dans  le  triangle  ECD  ,  le 

quarré  25  du  côté  ED ,  ejl  égal  [c]  à  la 

fomme  des  quarrés  1 6  &  9  des  deux  autres 

n.  176.  côtés  EC  &  CD.  Donc  (n)  ,  V angle  BCD 

efl  droit. 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F,  F, 


LES  ÉLÉMENS 

B'EUCLIBE 


LIVRE    SECOND. 

%ç/  U  OI QU  E   ce  Livre  ne  contienne  que 
quatorze  proportions  9  il  ejl  cependant  très* 
confidérahle  ;  puifque  çefl  par  les  principes 
qui  y  font  établis  que  l'on  démontre  les  pro- 
priétés des  lignes  courbes ,  &  que  Von  ré-^ 
foud  les  problêmes  qui  en  dépendent.  Il  ejl 
vrai  quon  peut  le  faire  d'une  manière  plus 
courte  _,  par  le  moyen  de  V algèbre;  mais  les 
démonjlrations  que  Von  tirera  de  ce  fécond 
Livre  feront  toujours  les  plus  fatisfaifantes  , 
parce  qu  elles  feront  toujours  les  plus  lumi-* 
neuf  es,  A  V  égard  de  V  ordre  _,  Euclide  con- 
fédéré dans    les  premières  propofitions  les 
4ijférens  rectangles  que  Von  peut  former  des 
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parties  d'une  même  ligne  droite  différemment 
divifée  9  &  détermine  de  combien  les  uns 
différent  des  autres.  Il  enfeigne  enfuite  à 
divifer  une  ligne  droite  9  fuivant  de  certai- 
nes conditions  ;  ce  qui  fait  un  problême 
dont  Fufage  ejl  affe\  fréquent  dans  la  Géo- 
métrie. Il  démontre  auffide  combien  tequarrê 
du  côté  oppofê  à  l'angle  obtus  dun  triangle  9 
furpaffe  la  fomme  des  quarrés  des  deux  au- 
tres côtés  ;  &  de  combien  celui  du  côté 
oppofê  à  un  angle  aigu  9  diffère  de  cette 
fomme.  Enfin  9  il  termine  ce  Livre  par  don- 
ner la  manière  de  faire  un  quarrê  qui  foit 
égal  à  une  figure  recliligne  quelconque. 


DÉFINITIONS. 

178.  /^\N  dit ,  le  reclanglefait  de  telles 
\^J  lignes  9  ou  feulement ,  le  reclan- 
gle  de  telles  lignes 9  pour  exprimer  la  fur- 
face  du  parallélogramme  reclangle  ,  dont 
Tune  de  ces  lignes  feroit  la  longueur  ,  ôc 
l'autre  la  largeur. 

Par  exemple  9  on  dit  9  le  rectangle  des 
*ig.  1.  lignes  AB  *  ck  BC  ,  pour  exprimer  la  fur- 
face  du  parallélogramme  rectangle  AC  dont 
la  ligne  AB  eft  la  longueur  ,  &  la  ligne  BC 
la  largeur, 

ï7?* 
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179.  On  dit  de  même  ,  le  quarré  fait 
fur  telle  ligne  9  ou  feulement ,  le  quarré  de 
telle  ligne ,  pour  exprimer  la  furface  du 
quarré  dont  cette  ligne  eft  le  côté. 

Par  exemple ,  on  dit  9  le  quarré  de  la 
ligne  AB*,  pour  exprimer  la  furface  dufy.3* 
quarré  AC  dont  cette  ligne  efl  le  coté. 

Avertissement, 

î8o.  Premièrement,  ce  Livre ,  qui  au 
premier  coup  d'œil  femble  avoir  quelque  dif- 
ficulté ,,  deviendra  fort  aifé  yJi ,  avant  que 
de  lire  la  démonjlratlon  de  chaque  propor- 
tion 9  on  veut  fe  donner  la  peine  a" en  faire 
foi-mime  la  conflruclion  >  telle  quelle  y  efl 
enfeignée. 

Secondement  ,  lorfque  Von  dira  d'un 
quadrilatère  qiiil  efl:  rectangle  [c]  ,  cela 
Jîgnifiera  :  1  °  que  fes  côtés  oppofés  font 
parallèles  £  C  ]  ;  &  que  par  conféquent ,  il 
ejl  parallélogramme  :  2°  qu*il  a  un  angle 
droit  [c]  ;  &  que  par  conféquent  9  il  efl 
rectangle  (nj„  N,  14^ 


4g> 
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PROPOSITION    I. 

Théorème. 

181.  Si  de  deux  lignes  droites  9  l'une  efb 
divifée  en  plufleurs  parties  ;  le  rectangle 
de  ces  deux  lignes  ejl  égal  à  la  fommc 
des  rectangles  faits  de  celle  de  ces  lignes 
qui  n  ejl  point  divifée  ,  &  de  chaque  par» 
tie  de  celle  qui  ejl  divifée. 

Fig.  y.  JL  E  re&angle  des  lignes  droites  AB*  6t 
AD  ,  (  dont  l'une  A  B  eft  divifée  ?  par 
exemple  en  trois  parties  quelconques  AE, 
EF  &  FB,  )  eft  égal  à  la  fomme  des  rec- 
tangles faits ,  l'un  de  la  ligne  AD  &  de  la 
partie  AE  ;  l'autre  de  la  même  ligne  AD 
ck  de  la  partie  EF  ;  &  le  dernier  ,  encore 
de  la  même  ligne  AD  ôc  de  la  partie  FB. 
Conjl.  Faites  le  re&angle  AC  dont  la 
ligne  AB  foit  l'un  des  côtés  ,  &  la  ligne 
AD  l'autre.  Par  chaque  point  de  divifion 

H.  133-  E  6k  F  ,  tirez  (n)  les  parallèles  EG  &  FH 
à  la  ligne  AD. 

Démonfl.  Les  lignes  EG  &  FH  font 

N.  14s.  égales  chacune  à  la  ligne  AD  (n).  Ainfî  , 
puifque  les  quadrilatères  AG ,  EH  6k  FC 
font  re6t.angW[cj ,  ils  font  les  rectangles, 
l'un  de  la  ligne  ÂD  ôc  de  la  partie  AE  \ 
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l'autre,  delà  même  ligne  AD  &  de  la 
partie  EF  ;  6c  le  dernier,  encore  de  la 
même  ligne  AD  ck  de  la  partie  FB. 

Or  ,  ces  trois  rectangles  font  toutes  les 
parties  du  quadrilatère  AC  ,  qui  eft  le  rec- 
tangle des  lignes  AB  ck  AD  [  c  ].  Donc 
(n),  le  rectangle  AC  des  lignes  AB  &t  AD  n.  yu 
eft,  égal  à  la  fomme  des  rectangles  faits  de 
la  ligne  AD,  &  de  chaque  partie  AE, 
EF  &  FB  de  la  ligne  AB. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  D, 


PROPOSITION     IL 

Théorème. 

182.  SI  une  ligne  droite  efl  divifée  en  pîu*° 

Jieur s  parties  ;  le  quarrède  cette  ligne  e  fi 

égal  à  la  fomme  des  rectangles  faits  de 

cette  même  ligne  9  &  de  chacune  de  ces 

parties. 


E  quarré  de  la  ligne  droite  AB*,  qui  Fig.  6, 
eft  divifée ,  par  exemple  en  trois  parties 
quelconques  AE  ,  EF  &  FB ,  eft  égal  à  la 
fomme  des  rectangles  faits ,  l'un  de  cette 
ligne  AB  &  de  fa  partie  AE  ;  l'autre ,  de 
cette  même  ligne  AB  &  de  fa  partie  EF  ; 
&  le  dernier,  encore  de  cette  même  ligne 
AB  èkdefa  partie  FB. 

Gij 
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k.  170.  Conjl.  Décrivez  (n)  le  quarré  AC  fur 
la  ligne  AB.   Par  chaque  point  de  divi- 

N.  133.  fion  E  &.F,-  tirez  (n)  les  parallèles  EG 
&  FH  à  la  ligne  AD. 
Démonjl.  Les  lignes  AD ,  EG  &  FH 

n.  6z.  font  égales  chacune  à  la  ligne  AB  (n)  , 

w.  J43-puifque  (n)  les  lignes  EG  &  FH  le  font 
chacune  à  la  ligne  AD ,  qui  eft  égale  à 
cette  ligne  AB  [c].  Ainiî ,  puifque  les 
cuadrilateres  AG ,  EH  ck  FC  font  re&an- 
gles  [c] ,  ils  font  les  rectangles ,  l'un  de 
la  ligne  AB  &  de  fa  partie  AE;  l'autre, 
de  la  même  ligne  AB  &  de  fa  partie  EF  ; 
ô*  le  dernier  9  encore  de  la  même  ligne 
AB  ck  de  fa  partie  FB. 

Or ,  ces  trois  rectangles  font  toutes  les 
parties  du  quadrilatère  AC ,  qui  [c]  eft  le 

$r.  72.  quarré  de  la  ligne  AB.  Donc  (n)  ,  le 
quarré  AC  de  la  ligne  AB  efl  égal  à  la 
fomme  des  rectangles  faits  de  cette  même 
ligne  AB  ,  &c  de  chacune  de  fes  parties 
AE,EF&FB. 

Par  çonff  quent ,  C.  Q.  F.  D. 

S  C  H  O  LIE. 

Cette  propojîtion  ne  diffère  de  la  première 9 
quen  ce  que  dans  la  première,  les  lignes 
AB  &  AD  font  inégales;  &  que  dans  celle*. 
ci  ?  elles  font  égales.  Ainji  ,  elle  nejl  qu'un 
corollaire  de  cette  première^ 
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PROPOSITION     III. 

Théorème* 

1 S  3 .  Si  une  ligne  droite  ejl  divifee  en  deux 
parties  ;  le  rectangle  de  ces  deux  parties  9 
avec  le  quarré  de  Vune  quelconque  de  ces 
deux  mêmes  parties  ,  ejl  égal  au  rectangle 
de  cette  ligne  &  de  Cette  dernière  partie. 


1  une  ligne  droite  ÀB  *  efl  divifee  eriFig,  f. 
deux  parties  quelconques  AE  ck  EB  ;  le 
rectangle  de  ces  deux  parties  ,  avec  le 
quarré  de  l'une  de  ces  parties ,  par  exem- 
ple de  la  partie  AE,  eft  égal  au  rectangle 
de  la  ligne  ÀB  ck  de  cette  même  partie 
AE. 

Confi.  Faites  le  rectangle  AC  dont  la 
ligne  AB  foit  l'un  des  côtés,  ck  dont  l'au- 
tre côté  foit  une  ligne  AD,  égale  à  la 
partie  AE.  Par  le  point  de  diviiion  E  f 
tirez  (n)  la  parallèle  EF  à  la  ligne  AD,     h.  i^, 

Dêmonjl.  Le  quadrilatère  AF  eft  rec- 
tangle [c  j.  Ainfi  (n) ,  il  eft  le  quarré  de  n.  14V, 
la  partie  AË ,  puifque  fon  côté  AD  eft 
égal  à  cette  partie  [c]. 

Le  quadrilatère  EC  eft  auftl  rectangle 
[c],  Ainfi ,  il  eft  le  rectangle  des  parties 
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AE  &  EB ,  puifque  fon  côté  EF  eft  égal 

N.  50.  à  la  partie  AE  (n). 

Or ,  ce  quarré  èk  ce  rectangle  font 
toutes  les  parties  cîu  quadrilatère  AC  ,  qui 
[c]  eil  le  rectangle  de  la  ligne  AB  ck  de 

N.  72.  la  partie  AE.  Donc  (n)  9  le  rectangle  EC 
des  parties  AE  ck  EB,avec  le  quarré  AF 
de  la  partie  AE  ,  eft  égal  au  redlangle  AC 
de  la  ligne  AB  ck  de  cette  partie  AE. 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     IV. 
Théorème. 

1 84.  Si  une  ligne  droite  eji  divifle  en  deux 
parties  ;  les  quarrês  de  ces  deux  parties  9 
avec  deux  rectangles  faits  chacun  de  ces 
mêmes  parties  x'Jbnt  égaux  au  quajre  de. 
cette  ligne* 

Fig.  s.  S  1  une  ligne  droite  AB  *9  eft  divifée  en 
deux  parties  quelconques  AE  ck  EB  ;  les 
quarrés  de  ces  deux  parties  AE  ck  EB  ,  avec 
deux  reclangles  faits  chacun  de  ces  mêmes 
parties ,  font  égaux  au  quarré  de  cette  li- 
gne AB. 

h.  170.  Conjl.  Décrivez  (n)  le  quarré  DB  fur 
la  ligne  AB,  Tirez  la  diagonale  AC.  Par 
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îe  point  de  divifion  E,  tirez  (n)  îa  parai-  N.  133* 
lele  EF  à  la  ligne  AD.  Enfin,  par  le  point 
G  auquel  cette  parallèle  rencontre  la  dia- 
gonale AC,  tirez  (n)  la  parallèle  HI  à  laN»  nî» 
ligne  AB. 

Dêmonjl.  Premièrement ,  l'angle  exté- 
rieur EGA  eft  égal  à  ion  oppofé  intérieur 
BCA  (n)  ,  puifque  les  lignes  EF  &  BC*<  '3* 
font  parallèles  [c].  Or,  l'angle  BAC  eft 
auffi  égal  au  même  angle  BCA  (n),  puif-  N.  84* 
que  les  côtés  BC  ck  BA  du  triangle  ABC 
font  égaux  (n).  Donc  ,   l'angle  EGA  êû®-  50- 
égal  à  l'angle  BAC   (n)  ;  Ô£  par  éonfé-w.  <  ?.. 
quent,  les  côtés  AE  ck  EG  du  triangle 
AEG  font  égaux  (n).  Mais,  ces  cotés  AEn,  86, 
ck  EG  font  auffi  ceux  du  quadrilatère  HE. 
Donc  ,   puifque  ce   quadrilatère  eft  rec- 
tangle [c],  il  eft  quarré  (n)  ;  Se  par  con-N,  146, 
féquent ,  il  eft  le  quarré  de  la  partie  AE  9 
puifque  cette  partie  eft  un  de  les  côtés. 

Secondement ,   l'angle  extérieur  IGC 
eft  égal  à  fon oppofé  intérieur  BAC  (n),N.  133, 
puifque  les  lignes  Hl  ck  AB  font  parallè- 
les [c].  Or  [d]  ,  l'angle  BCA  eft  auffi  égal 
au  même  angle  BAC.  Donc  ,  les  angles 
IGC  &  BCA  font  égaux  (n).  Par  confé-  N-  **• 
quent ,  les   côtés   IC    &   IG  du  triangle 
GÏC  le  font  auffi  (n).  Mais,   ces  côtés^-8^ 
IC  ck  IG.font  auffi  ceux  du  quadrilatère 
FI.  Donc  7   puifque  ce   quadrilatère   eft 
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n.  146.  re&angle  [c]  ,  il  eft  quarré  (n).  Par  con- 
féquent ,  il  eft  le  quarré  de  la  partie  EB  , 
puifque  cette  partie  eft  égale   au  coté  IG 
n.  145.  (n). 

Troifîémement ,  le  côté  EG  eft  égal  à 
N.  50.  la  partie  AE  (n).  Ainfi  ,  puifque  le  qua- 
drilatère  GB   eft  rectangle  [c] ,  il  eft  le 
rectangle  des  parties  AE  &  EB. 

Quatrièmement,  enfin,  le  côté  HG  eft 
n.  50  égal  à  la  partie  AE  (n)  ;  6c  le  côté  GF 
n.  62,  l'eft  à  la  partie  EB  (n)  ,  puifque  la  même 
n.  50, ligne  IG  eft  égale,  &c  à  ce  côté  (n)  ,  8c 
K.  143; à  cette  partie  (n).  Ainfi,  puifque  le  qua- 
drilatère DG  eft  auffi  rectangle  [c] ,   il 
eft  encore  un  rectangle   des  parties  AE 
8c  EB. 

Or ,  ces  deux  quarrés  HE  8c  Fï ,  avec 
ces  deux  rectangles  GB  ^>c  DG,  font  tou- 
tes les  parties  du  quadrilatère  DB  ,  qui 
[c]  eft  le  quarré  de  la  ligne  AB.  Donc 
H.  72.  (n)  ,  les  quarrés  HE  8c  Fï  des  parties  AE 
8c  EB  ,  avec  les  deux  rectangles  GB  8c 
DG9  faits  chacun  de  ces  mêmes  parties, 
font  égaux  au  quarré  DB  de  la  ligne  AB. 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

185.  H  fuit  de  ce  théorème,  que  h 
quarré  d'une  ligne  ejl  quadruple  de  celui 
de  la  moitié  de  cette  même  ligne. 
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Le  quarré  de  la  ligne  AB  *  eft  quadru-  Fig.  9. 
pie  de  celui  de  la  moitié  de  cette  ligne. 

Conji,  Divifez  (n)  la  ligne  AB  en  deux  n.  93, 
parties  égales  AC  ck  CB. 

Dêmonjl.  Puifque  les  parties  A  C  6t 
CB  font  égales  [c] ,  le  quarré  de  la  pre- 
mière ,  celui  de  la  féconde  ,  ck  le  reélan- 
gle  fait  de  la  première  ck  de  la  féconde  5 
font  trois  chofes  égales.  Or  (n)  9  le  quarré  n.  184 
de  la  ligne  AB  eft  égal  au  quarré  de  cette 
même  première  partie  ,  à  celui  de  cette 
même  féconde  partie ,  ck  à  deux  rectan- 
gles faits  chacun  de  ces  deux  mêmes  par- 
ties. Donc  ,  il  eft  égal  à  quatre  fois  le 
quarré  de  cette  première  partie. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  D. 

Corollaire    IL 

r86.  Il  fuit  aufli  de  la  démonftration 
de  ce  même  théorème,  qu'«/z  parallélo- 
gramme qui  a  un  angle  de  commun  avec  un 
quarré  9  &  dont  la  diagonale  ejl  une  partie 
de  celle  de  ce  quarré  5  ejl  un  quarré. 

Le  parallélogramme ,  par  exemple  HE*,  Fig.  & 
qui  a  l'angle  A  de  commun  avec  le  quarré 
DB ,   ck  dont  la  diagonale  AG  eft  une 
partie  de  la  diagonale  AC  de  ce  même 
quarré  ,  eft  un  quarré. 

Dêmonjl,  Par  quelque  point  de  la  dia- 
gonale AC  que  l'on  tire  une  parallèle  EF 
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au  côté    BC  ,  l'angle  EGA  eft  toujours 
n.  i3°-égal  à  l'angle  BCA  (n)  ;  &c  par  confé- 

N.  84.  quent  à  l'angle  BAC  (n)  ?  puifque  les  côtés 
BA  &  BC  font  toujours  égaux  [h],  Ainft  , 
le  parallélogramme   HE  a   toujours  deux 

n. 86.  côtés  de  fuite   AE  tk  EG   égaux  (n): 

n.  50.  d'ailleurs ,  il  eft  toujours  rectangle  (n)  ; 
puifque  [h]  il  a  toujours  un  angle  de  com- 
mun avec  le  quarré  DB.  Donc  y  il  ed 

*j„i46.  toujours  quarré  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     V. 
Théorème. 

z$J.  Si  une  ligne  droite  e S  divifée  en  deux 
parties  ;  le  rectangle  de  ces  deux  parties  y 
avec  le  quarré  de  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence ,  ejî  égal  au  quarré  de  la  înoitié  de 
utte  ligne* 

F%.  10.  $1  une  ligne  droite  AB*  eft  divifée  en- 
deux  parties  quelconques  AE  ck  EB  ;  le 
rectangle  de  ces  deux  parties  AE  &  EB  9 
avtc  le  quarré  de  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence ,  eft  égal  au  quarré  de  la  moitié  de 
cette  ligne  AB. 
&«s:3h      Confia  Divifez  (n)  k  ligne  AB  en  deux. 

«£  170,  parties  égalas  AK.  &  KB,  Décriiez  (nj 
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îe  quarré  KC  fur  la  partie  KB.  Tirez  la 
diagonale  DB.  Par  le  point  de  divifîon  E, 
tirez  (n)  la  parallèle  EF  à  la  ligne  KD.  n,  p$$ 
Par  le  point  G,  auquel  cette  parallèle  ren- 
contre la  diagonale  DB  ,  tirez  (n)  la  pa-  N.  133. 
raliele  HL  à  la  ligne  AB.  Enfin ,  par  le 
point  A ,  tirez  (n)  la  parallèle  AH  à  la  n»  n$» 
ligne  KD. 

Dimonjl.  [c]  les  quadrilatères  AI  &  ^ 
KL  font  parallélogrammes  ,  ils  ont  des 
bafes  égales  AK  ck  KB ,  &  ils  font  entre 
les  mêmes  parallèles  AB  &  HL  ;  ainfi  ils 
font  égaux   (n).   Mais,  les  quadrilatères  N..  147» 
KL  &  EC  font  aufîi  égaux;  puifqu'ils  ont 
une  partie  commune  EL  ,   &  que  l'autre 
partie  KG  du  premier  eft  égale  à  l'autre 
partie  GC  nu  fécond  (n).  Donc  ,  les  qua-  N.  164, 
driiateres  AI  &  EC  font  égaux  (n).  PàrN.  62. 
conféquent,  û  l'on  ajoute  à  l'un  &c  à  l'autre 
les  quadrilatères  KG  ck  IF  ,  la  première 
fomrne ,  c'efl-à-dire  les  quadrilatères  AI  , 
KG  &  IF,  eft  égale  (n)  à  celle  des  qua- n;  65, 
driiateres  EC  ,  KG  &  IF.  Or  les  quadri- 
latères AG  ck  IF  font  égaux  à  cette  pre- 
miere  fomme ,  &  la  féconde  fait  toutes  les 
parties  du  quarré  KC.  Donc  ,  les  quadri* 
îateres  AG  &  IF  font  égaux  au  quarré 
KC  (n).  n,  72* 

Mais  le  premier  de  ces  deux  quadrila- 
tères, eft  rectangle  [c]  3  la  partie  ÂE  de  la 
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ligne  AB  eft  l'un  de  fes  côtés ,  ck  Ton  autre 
côté  EG  eft  égal  à  l'autre  partie  EB  de 
N.  1S6.  cette  même  ligne  (n).  Ainfi ,  il  eft  le  rec- 
tangle des  parties  A£  ck  EB  de  la  ligne 
AB. 
n.  186.      Et  le  fécond  ÎF  eft  quarré  (n)-,  Ton  côté 
N.  i43.  IG  eft  égala  la  partie  KE  (n)  ,   ck  cette 
partie  eft  la  demi-différence  *[*  des  parties 
AE  ck  EB  de  la  ligne  AB.  Ainfî  ,  il  eft  le 
quarré  de  la  demi-différence  de  ces  deux 
parties. 

Donc  ,  le  reclangle  AG  des  parties  AE 
ck  EB  de  la  ligne  AB ,  avec  le  quarré  IF 
de  la  demi-différence  KE  de  ces  mêmes 
parties  ,  eft  égal  au  quarré  KG  ,  qui  eft 
celui  de  la  moitié  KB  de  cette  même  li- 
gne AB  (c). 

Par  conféquent5  C.  Q.  F.  D. 

fie.  10.  t  Lorsqu'une  ligne  droite  quelconque  AB  eft  divifée 
en  deux  parties  inégales  AE  &  EB  ,  la  partie  KE  qui  e& 
comprife  entre  fon  milieu  K  &  Ton  point  de  divinon  E  , 
eft  toujours  la  moitié  de  la  différence  de  ces  paràes  iné- 
gales. 

Car,  fi  far  la  plus  grande  partie  AE  on  prend  une  par- 
tie AM  égale  à  la  plus  petite  EB ,  le  refte  ME  eft  la 
différence  de  ces  deux  parties  AE  &  EB.  Or,  les  parties 
AK  &  KB  font  égales  ^puifque  [h]  le  point  K  eft  le  mi- 
lieu de  la  ligne  AB  ;  &  les  parties  AM  &  EB  font  aufH 
égales  [c],  Donc,  la  partie  MK  eft  égale  à  la  partie  KE  ; 
&  par  conféquent ,  cette  partie  KE  eft  la  moitié  de  la  di£» 
féreaçe  ME* 
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Usage. 

188.   On  peut  fe  fervir  de  c#te  propo- 
Jition ,  de  la  manière  fuivante  9  pour  rêfou* 
dre  ce  problême. 

Un  re&angle  AC  *  a  1 12  pieds  de  fur-^g,  ua 
face  ,  Se  44  pieds  de  circonférence.  Com- 
bien fa  longueur  AB  ,    &  fa  largeur  BC  3 
contiennent-elles  de  pieds  chacune? 

Solution.  Puifque  [h]  le  rectangle  AC 
a  44  pieds  de  circonférence  ,  fa  longueur 
AB  &  fa  largeur  B  C  ont  enfemble  22 
pieds.  Ainfi ,  Von  fuppofe  une  ligne  droite 
ABE  de  22  pieds  ,  dont  la  moitié  FE  n  ejl 
par  conféquent  que  de  1 1  pieds  ;  après 
quoi  ,  Von  raifonne  de  cette  manière: 

Là  ligne  ABE  ejl  divifée  en  deux  parties 
AB  &  BE  y  &  le  point  F  ejl  fon  milieu^ 
Ainjî  (n)  ,  le  reilangle  AC  de:  ces  deux  par-  n,  igT<r, 
ties  (  qui  [h]  ejl  de  112  pieds  )  r  avec  le 
quarré  de  leur  demi- différence  FB  (  qui  ejl 
inconnu  ,  )  doit  être  égal  au  quarré  de  la 
ligne  FE  9  (lequel  ejl  de  111  pieds  [h]  ). 
Donc  x  ce  quarré  qui  êtoit  inconnu  ejl  de 
a  pieds  ;  &  par  conféquent  9  la  demi-diffê*~ 
rence  FB  ejl  de  3  pieds.  Or,  puifque  la  ligne 
A  F  ejl  de  il  pieds ,  &  la  demi-dijférence 
FB  de  3  ,  le  coté  AB  ejl  de  14  pieds  ,  &  le 
coté  BC  de  8. 

Far  conféquent rCt  Q.  F,  F» 
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SCHOLIL 

189.  La  fur  face  d'un  rectangle  9  confidê- 
rêe  comme  une  quantité  dif  crête  9  nefl  autre 
N.  149,  chofe  (n)  que  le  produit  des  deux  nombres 
•qui  expriment  tes  valeurs  des  côtés  de  ce; 
rectangle.  Ainfi  9  F  on  aurait  pu  énoncer  de 
cette  manière  te  problême  précédent  : 

Le  produit  de  deux  nombres  eft  112 ," 
Se  leur  fomme  22  ;  quels  font  ces  deux 
nombres  ? 

Et  pour  te  réfoudre ,  on  auroit  dit  9  par 
le  même  principe  que  dans  Vuf âge  précédent: 
h  produit  1 1 2  des  deux  nombres  demandés  ,. 
avec  le  quarrê  de  leur  demi-différence  9  doit 
être  égal  au  quarrê  121  de  la  moitié  de  leur 
fomme.  Donc  9  te  quarrê  de  leur  demi-diffé- 
rence eft  9  ;  &  par  confêquent  9  leur  demi" 
différence  eft  3.  Or 9puifque  la  moitié  de  la 
fomme  des  deux  nombres  demandés  eft  11  ,. 
&  que  leur  demi- différence  eft  3  ,  le  plus 
grand  de  ces  deux  nombres  eft  1 4 ,  &  le  plus 
petit  eft  8. 

D'où  F  on  voit  que  F  on  peut  refoudre  par 
cette  propofition  ,  toutes  les  queftions  numé- 
riques dans  lef quelles  il  ne  s'agit  que  de 
trouver  deux  nombres  dont  on  connoît  h 
produit  &  la  fomme.     , 
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PROPOSITION    VI. 

Théorème. 

Ï90.  Si  une  ligne  droite  eji  divifée  en  deux 
parties  ;  le  rectangle  de  cette  ligne  &  de 
l'une  quelconque  de  ces  deux  parties  9  avec 
le  quarré  de  là  moitié  de  V autre  partie  ^ 
eji  égal  au  quarré  d'une  ligne  compofée 
de  cette  première  partie  9  &  de  la  moitié 
de  cette  autre  partie* 

C$  1  une  ligne  droite  ÂB  *  efl  divifée  en  Fig.  »» 
deux  parties  quelconques  AE  &:  EB  ;  le 
rectangle  de  cette  ligne  AB  &  de  fa  partie  r 
par  exemple  EJB ,  avec  le  quarré  de  la 
moitié  de  l'autre  partie  AE  ,  eft  égal  au 
quarré  d'une  ligne  compofée  de  cette  pre- 
mière partie  EB,  &.  de  la  moitié  de  cette 
autre  partie  AE. 

Conjl,  Divifez  (n)  la  partie  AE  en  deux  n.  $p 
parties  égales  AK  &  KE.  Décrivez  (n)  le  n.  17c*. 
quarré  KC  fur  la  ligne  KB.  Tirez  la  dia- 
gonale I}B»  Par  le  point  de  diviiion  E  , 
tirez  (n)  la  parallèle  EF  à  la  ligne  KD..N,  ij.j4. 
Par   le  point   G  ?   auquel  cette  parallèle 
lencontre  la  diagonale  DB  ,  tirez  (n)  la  N   li^9, 
parallèle  HL  à  la  ligne  AB.  Enfin  7  par  le 
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n.  133. point  A,  tirez  (n)  la  parallèle  AH  à  kt- 
ligne  KD. 

Dlmonfi.  [cj  Les  quadrilatères  AI  &  KG 

font  parallélogrammes,  ils  ont  des  bafes 

égales  AK  6k  KE,  5c  ils  font  entre  les  mêmes 

parallèles  AB  6k  HL  ;  ainfi  ils  font  égaux 

N.  147.  (n).  Mais,  les  quadrilatères  KG  6k  GC 

n.  164.  le  font  aum*  (n).  Donc  ,  le  quadrilatère 

n.  62.  Aï  eft  égal  au  quadrilatère  GC  (n). 

Par  conféquent,  fi  l'on  ajoute  à  l'un  6k 
à  l'autre  les  auadrilateres  KL  6k  IF,  la 
première  fomme ,  c'eft-à-dire  les  quadri- 
n.  63.  lateres  AI,  KL  6k  IF,  eft  égale  (n)  à  celle 
des  quadrilatères  GC ,  KL,  6k  IF.  Or, 
les  quadrilatères  AL  6k  IF  font  égaux  à 
cette  première  fomme,  6k  la  féconde  fait 
N.  72.  toutes  les  parties  du  quarré  KC.  Donc  (n)3. 
les  quadrilatères  AL  6k  IF  font  égaux  au 
quarré  KC. 

Mais ,  le  premier  de  ces  deux  quadri- 
latères eft  reclangïe  [c] ,  la  ligne  AB  eft: 
l'un  de  fes  côtés ,  &c  fon  autre  côté  BL 
eft  égal  à  la  partie  EB  de  cette  même  "li- 
N.  186.  gne  (n).  Aïnn* ,  il  eft  le  reclangle  de  la 

ligne  AB  6k  de  fa  partie  EB. 
N.  186.  Et  le  fécond  IF  eft  quarré  (n) ,  fon  côté 
n.  143.  IG  eft  égal  à  la  partie  KE  (n) ,  6k  cette 
partie  eft  la  moitié  de  l'autre  partie  AE 
de  la  ligne  AB'  [c].  Ainfi  il  eft  le  quarré 
de  la  moitié  de  cette  autre  partie,, 
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Donc  ,  le  rectangle  AL  de  la  ligne 
ÀB  &  de  fa  partie  EB  ,  avec  le  quarré  IF 
de  la  moitié  KE  de  l'autre  partie  AE  de 
cette  même  ligne  ?  eit  égal  au  quarré  K.C 
de  la  ligne  KB ,  laquelle  eft  compofée  de 
cette  première  partie  EB  ,  &  de  la  moitié 
KE  de  cette  autre  partie  AE. 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

S  C  H  O  L  I  E. 

191.  La  ligne  KE*  efl  la  moitié  de  la^%  iia 
différence  AE  des  lignes  AB  &  EB.  Ainji, 

la  ligne  KB  efl  la  tnoitié  de  leur  fomme  ; 
&  par  conféquent ,  ce  théorème  &  le  précé- 
dent ne  font  qu'une  même  propofition  9  que 
Von  auroit  pu  énoncer  de  cette  manière  :  le 
rectangle  de  deux  lignes  droites  quelcon- 
ques ,  avec  le  quarré  de  la  moitié  de  leur 
différence ,  eft  égal  au  quarré  de  la  moi- 
tié de  leur  fomme. 

C'ejl  la  parité  de  ces  deux  théorèmes  qui 
fait  que  leurs  dèmonjlrations  font  prefque 
les  mêmes. 

Usage. 

192.  On  peut  fefervir  de  cette  proposi- 
tion ,  de  la  manière  fuivante  y  pour  réfoudre 
ce  problême. 

Un  reclangle  AC  *  a  216  pieds  de  fur-  fjgt  ,3i 
face  ,  Se  fa  longueur  AB  furpafîe  de  6  pieds 
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fa  largeur  BC.    Combien  cette  longueur 
6c  cette  largeur  contiennent-elles  de  pieds 
chacune  ? 

Solution.  Puifque  [h]  h  côté AB 

furpaffe  de  6  pieds  le  côté  BC  y  on  prend 

fur  ce  côté  A B  une  partie  AE  de  6  pieds  9 

&  le  rejie  EB  eji  égal  au  côté  BC  ;  après 

quoi  5  Von  raifonne  de  cette  manière  : 

La  ligne  AB  efl  divifêe  en  deux  parties 
N.  J90.AE  &  EB.  Ainfi  (n)  ,  le  rectangle  AC  de 
cette  ligne  &  de  la  partie  EB,  (lequel  ejl  de 
216 pieds  [ïi]),tfvec  le  qtiarmZe  -a  moitié 
FE  de  la  partie  AE  ,  (lequel  eft  de  9  pieds 
[c]  ,  )  doit  être  égal  au  qilarrê  de  ligne 
FBt  Donc  9  le  quarré  de  la  ligne  FB  ejl  de 
225  pieds  ;  &  par  conféquera  9  cet,:  ligne 
ejl  de  15  pieds.  Or  9  puifque  la  ligne  FB 
ejl  de  1  5  pieds  9  &  que  [c]  la  ligne  A  F  ejï 
de  3  pieds  9  le  côté  AB  ejl  de  1 8  pieds  ,  & 
le  côté  BC  de  12. 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  -F. 

SCHOtlE, 

193.  Par  la  même  raifon  que  dans  ta 
N.  189.  dernière  fcholie  (n)  ,  on  auroit  pu  énoncer 
de  cette  manière  le  problême  précédent  : 

Le  produit  de  deux  nombres  eft  216, 
&  leur  différence  6  ;  quels  font  ces  deux 
nombres? 

Et  pour  le  refondre  9  on  auroit  dit  >  par 
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le  même  principe  que  dans  Vufage  précé- 
dent :  le  produit  %i6  des  deux  nombres 
demandés  9  avec  le  quarré  9  de  leur  demi- 
différence  9  doit  être  égal  au  quarré  de  la 
moitié  de  leur  femme.  Donc ,  ce  quarré  efi 
Z  2  5  ;  (S*  par  confèquent  9  czîte  demi-fomme 
ejî  1  5 .  Or  _,  puijque  la  moitié  de  la  femme 
des  deux  nombres  demandés  efz  1  5  ?  &  que 
leur  demi-différence  efi  3  ?  le  plus  grand  de 
ces  deux  nombres  efi  18,  6*  le  plus  petit 
12. 

D'où  Von  voit  que  Von  peut  refondre  par 
cette  propofitïon  9  toutes  les  quejlions  nu- 
mériques dans  lefquelles  il  ne  s'agit  que  de 
trouver  deux  nombres  dont  on  connoît  h 
produit  &  la  différence. 


mû 
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PROPOSITION    VII. 

<» 
Théorème. 

1^4.  Si  une  ligne  droite  ejl  divifêe  en  deux 
parties  ;  le  quarré  de  Vune  quelconque  de 
ces  deux  parties ,  avec  deux  reclangles 
faits  chacun  de  cette  ligne  &  de  fon  autre 
partie  ,  ejl  égal  au  quarré  de  cette  même 
ligne  y  plus  celui  de  cette  autre  partie. 

Fig.  -M«Oi  une  ligne  droite  AB  *  eîl  divifée  en 
deux  parties  quelconques  AE  8c  EB  9  le 
quarré  de  la  partie ,  par  exemple  EB,  avec 
deux  reclangles  faits  chacun  de  la  ligne 
AB  &  de  l'autre  partie  AE,  efl:  égal  au 
quarré  de  cette  même  ligne  AB,  plus  ce- 
lui de  cette  autre  partie  AE. 

N.  170.  Conjl.  Décrivez  (n)  le  quarré  A C  fur 
la  ligne  AB.  Tirez  la  diagonale  DB.  Par 

N«  J33'  le  point  de  diviiîonE,  tirez  (n)  la  parai- 
.  lele  EF  à  la  ligne  AD.  Prolongez  les  li- 
gnes AD  6k  EF,  jufqu'à  ce  que  leurs  pro- 
longemens  AK.  ck  EL  foient  égaux  cha- 
cun à  la  partie  AE.  Tirez  du  point  K  au 
point  L,  la  ligne  droite  KL.  Enfin,  par 
le  point  G ,  auquel  la  parallèle  LF  ren- 

N,  133.  contre  la  diagonale  DB ,  tirez  (n)  la  pa- 
rallèle HI  à  la  ligne  AB. 
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Dimonjl.  Le  quadrilatère  HC  eft  rectan- 
gle [c]  ;  Ton  côté  HI  eft  égal  à  la  ligne  AB 
(n)  :  6c  fon  autre  côté  IC  eft  égal  à  la  partie  N.  143. 
AE  de    cette  même  ligne  (n)  ;  puifque  N.  64. 
les  lignes  BC  6c  BA  font  égales,  6c  que 
leurs  parties  BI  6c  BE  le  font  aufîi  (n),  n.  jo, 
Ainfî ,  ce  quadrilatère  eft  un  rectangle  de 
la  ligne  AB  6c  de  fa  partie  AE. 

Mais ,  le  quadrilatère  HL  eft  auffi  rec- 
tangle [c]  ;  fon  côté  H  G  eft  égal  à  la 
partie  AE  de  la  lfgne  AB  (n)  :  6c  fon  autre  n.  145, 
côté  LG  eft  égal  à  cette  même  ligne  , 
puifque  les  parties  EL  6c  EG  de  l'un  font 
égales  aux  parties  EA  6c  EB  de  l'autre , 
chacune  à  chacune  (n).  Donc  ,  cet  autre  n.  50. 
quadrilatère  eft  encore  un  rectangle  de 
cette  même  ligne  AB  6c  de  cette  même 
partie  AE. 

Or,  ce  quarréEI,  qui  eft  celui  de  la 
partie  EB  de  la  ligne  AB  (n)  ,  6c  ces  deux  N.  186. 
rectangles  HC  6c  HL  faits  chacun  de  cette 
même  ligne  AB  6c  de  fon  autre  partie  AE, 
font  toutes  les  parties  du  quarré  AC  de 
cette  ligne,  6c  du  quarré  AL  de  fa  partie 
A£.  Donc  ,  ils  font  égaux  à  ces  deux 
qnarrés  (n).  N.  72. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 

Usage. 
.Ï.95.»  0n  peut  fe  feryir  de  cette  propoji* 
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don  ,  de  la  manière  fuivante  ,  pour  réfoudre 
ce  problème, 

*k>  ïf»  Un  re&angle  DB*  a  431  pieds  de  fur- 
face  ,  &  30  pieds  de  diagonale.  Combien 
fa  longueur  AB  &c  fa  largeur  BC  contien- 
nent-elles de  'pieds  chacune  ? 

Solution,  On  tire  la  diagonale  AC. 
On  fuppofe  enfuite  le  plus  grand  côte  AB 
div'ijé  en  deux  parties ,  dont  l'une  EB  foit 
égale  au  plus  petit  côté  BC  ;  après  quoi  9 
Von  raifonne  de  cette  manière  : 

La  ligne  AB  eft  divifk  en  deux  parties 

N.  194*  AE  &  EB.  Ainji  (n)  ,  le  quarré  de  la 
partie  AE  (  qui  ejl  inconnu  )  avec  deux 
rectangles  DB  &  DE  faits  chacun  de  la 
ligne  AB  &  de  F  autre  partie  EB (  kf quels 
pris  enfemblc  ,  valent  864  pieds  [h]  ,  ) 
doit  être  égal  au  quarré  de  cette  ligne  A3 
&  de  cette  autre  partie  EB  ;  ceft-à-dire  aux 
quarrés  des  côtés  AB  &  BC;  &  par  con- 
Jéquent  9    au  quarré  de  Vhypothénufe  AC 

N.  171.  (n)  ,  puifque  le  triangle  ABC  ejl  reclaîigle 
en  B  [h].  Mais  [  h]  ,  c*  quarré  ejl  de  900 
pieds.  Donc  ,  celui  de  la  partie  AE  qui 
étoit  inconnu,  neft  que  de  36  pieds  ;  & 
par  conjéquent ,  cette  partie  ejl  de  6  pieds. 
Or,  puifque  la  partie  AE  ejl  de  6 pieds,  la 
longueur  AB  du  reclan gle  DB ,  qui  a  432 
pieds  de  fur  face  ,furpaffe  de  G  pieds  fa  lar- 

N.  19t.  geur  B C  Donc  (n),  cette  longueur  AB.eJi 
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de  24  pieds  ,  &  cette  largeur  BC  eji  de  18. 
Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     VIII. 
Théorème. 

196.  Si  une  ligne  droite  efl  divifèe  en  deux 
parties  ;  quatre  rectangles  faits  chacun  de 

ces  deux  parties  9  avec  le  quarré  de  la  dif- 
férence de  ces  deux  mêmes  parties  ,  font 

égaux  au  quarré  de  cette  ligne. 

O I  une  ligne  droite  AB*  efl  divifée  en  pfg.  16. 
deux  parties  quelconques  A  C  &c  C  B  ; 
quatre  rectangles  de  ces  deux  parties ,  avec 
le  quarré  de  la  différence  de  ces  deux  mê- 
mes parties ,  font  égaux  au  quarré  de  cette 
ligne  AB. 

Démonjl.   La  ligne  AB  eft  divifée  en 
deux  parties  AC  &  CB.    Ainlî  (n) ,  le  n.  187. 
reclangle  de  ces  deux   parties  ,  avec  le 
quarré  de  la  moitié  de  leur   différence, 
eft  égal  au  quarré  de  la  moitié  de  cette 
ligne.    Donc  (n),  quatre  rectangles  deN. 67. 
ces  deux  parties ,  avec  quatre  quarrés  de 
cette  demi-différence  ,  (c'enVà-dire  (n),N.  iS;« 
avec  le  quarré  de  la  différence  entière ,  ) 
font  égaux  à  quatre  quarrés  de  la  moitié 
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de  cette  ligne  ;  &  par  conféquent ,    au 
N.  185, quarré  de  cette  ligne  entière  (n). 
Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

SCHOLIE. 

1 97.  Cette  propojztion  n'efi  quun  corol- 
laire de  la  cinquième. 


PROPOSITION     IX. 

Théorème. 

Ï98.  Si  une  ligne  droite  ,ejl  divifie  en 
deux  parties;  les  quarrês  de  ces  deux 
parties  font  doubles  du  quarrlde  la  moi" 
tié  de  cette  ligne  9  &  du  quarré  de  la 
moitié  de  la  différence  de  ces  mêmes  par-* 
des, 

£jg.  17.  <3 1  une  ligne  droite  AB  *  eft  divifée  en 
deux  parties  quelconques  AC  ck  CB  ;  les 
quarrés  de  ces  parties  AC  &  CB  font 
doubles  du  quarré  de  la  moitié  de  cette 
ligne  AB ,  ck  de  celui  de  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  mêmes  parties  AC  ck 
CB. 

N.  55.  Confl,  Divifez  (n)  la  ligne  AB  en  deux 
parties  égales  AT)  &  DB.  Du  point  D  , 

N.  95.  élevez  (n)  la  perpendiculaire  DE  à  cette 
ligne  AB,    Faites    cette    perpendiculaire 

égale 
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égale  à  l'une  des  parties  AD  6k  DB.  Tirez 
du  point  E  aux  points  A  6k  B ,  les  lignes 
droites  EA  6k  EB.  Par  le  point  de  divrfion 
G ,  tirez  (n)  la  parallèle  CF  à  la  ligne  DE.  n.  13 3. 
Par  le  point  F  auquel  cette  parallèle  ren- 
contre la  ligne  EB  ,  tirez  (n)  la  parallèle  n.  135. 
GF  à  la  ligne  AB.  Enfin ,  tirez  du  même 
point  F  au  point  A,  la  ligne  droite  FA. 

Démonji.  Premièrement.  Le  triangle 
AED  eft  rectangle  6k  ifofcele  [c]  ;  ainfi , 
les  angles  DAE  ck  DE  A  font  chacun  la 
moitié  d'un  angle  droit  (n).  Or,  il  en  efttf«  138» 
de  même  des  angles  DBE  ck  DES  du 
triangle  BDE,  puifque  ce  fécond  triangle 
eft  égal  au  premier  (n).  Donc,  l'angle  n.  Sa. 
AEB  eft  un  angle  droit;  6k  par  confé- 
quent,  le  triangle  AEF  eft  rectangle  en  E. 

Secondement.  Les  lignes  GF  6k  AB  qui 
font  coupées  par  la  ligne  EB ,  font  paral- 
lèles [c]  ;  ainfî ,  l'angle  extérieur  GFE  eft 
égal  à  l'intérieur  DBE  (n).  Or,  les  lignes  n.  130, 
CF  6k  DE  qui  font  auffi-coupées  par  la 
même  ligne  EB  ,  font  auflî  parallèles  [c]  ; 
aintï ,  Fangle  extérieur  CFB  eft  auflî  égal 
à  l'intérieur  DEB  (n).  Donc,  les  angles  n.  130» 
GFE  6k  CFB  font  auflî  chacun  la  moitié 
d'un   angle   droit.    Par   conféquent  ,   les 
triangles  EGF  6k  FCB  font  auflî  re&an- 
gles ,  l'un  en  G  6k  l'autre  en  C  (n)  ;  iesN.  136, 
côtés  GF  6k  GE  du  premier  font  égaux  ; 

H 
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ck  les  côtés  CB  ck  CF  du  fécond  le  font 

N.  Sô.aufïi  (n). 

Troifiémement.  Le  triangle  ADE  eft 
re&angle  <k  ifofcele  [c]  ;  ainfî ,  le  quarré 
du  côté  AE  eft  double  de  celui  du  côté 

N.  i?'-AD  (n)  :  &  puifque  le  triangle  EGF  eft 
aum*  reàangle  &  ifofcele  [d]  ,  le  quarré 
du  côté  EF  eft  auffi  double  de  celui  du 

V*  "7-î-  côté  GF  (n)  ;  ck  par  conféquent ,  de  celui 

W»  M3-  de  la  partie  DC  (n). 

Or  ?  les  quarrés  des  parties  AC  6k  CB 
de  la  ligne  AB  ,  font  égaux  à  ceux  des 
côtés  AC  ck  CF  du  triangle  ACF,  puif- 
que la  partie  CB  eft  égale  au  côté  CF  [d]  s 
les  quarrés  des  côtés  AC  ck  CF  font  égaux 

y.  171.au  quarré  du  côté  AF  (n)  ,  puifque  le 
triangle  ACF  eft  rectangle  en  C  [d]  :  le 
quarré  du  côté  AF  eft  égal  aux  quarrés 

M.  171.  des  côtés  AE  6k  EF  du  triangle  AEF  (n)  , 
puifque  ce  triangle  eft  aufîi  re&angle  en 
E  [d].  Enfin  ,  le  quarré  du  côté  AE  eft 
double  de  celui  du  côté  AD  [d];  6k  le 
quarré  du  côté  EF  eft  double  de  celui  de  la 
^T' 6?-  partie  DC.  Donc  (n),  les  quarrés  des  par- 
ties AC  6k  CB  de  la  ligne  ÂB,  font  égaux 
au  double  du  quarré  du  côté  AD  ,  plus  le 
double  du  quarré  de  la  partie  DC.  Par 
conféquent ,  ces  deux  premiers  quarrés  en«? 
femble ,  font  doubles  de  ces  deux  dernier^ 
enfemble? 
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Mais,  le  côté  AD  eft  la  moitié  de  la 
ligne  AB  [c]  ;  ck  la  partie  DC  eft  la  demi- 
différence  •}•  des  parties  A  C  ck  CB  de 
cette  même  ligne.  Donc  ,  les  quarrés  des 
parties  AC  ck  CB  de  la  ligne  AB  font 
doubles  du  quarré  de  la  moitié  AD  de 
cette  ligne  ,  ck  du  quarré  de  la  demi-dif- 
férence DC  des  parties  AC  ck  CB  de 
cette  même  ligne. 

Parconféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

1 99.  On  peut  fe  fervir  de  cette  propor- 
tion ,  de  la  manière  fuivante  ,  pour  refon- 
dre ce  problême. 

Un  rectangle  DB  *  a  70  pieds  de  cir-  #§•  **• 
conférence  ,   ck   25   pieds  de  diagonale. 
Combien  fa  longueur  AB  ck  fa  largeur 
BC,  contiennent-elles  de-pieds,  chacune? 

Solution.  Puifque  [h]  le  rectangle 
DB  a  70  pieds  de  circonférence  9  fa  lon- 
gueur A B  &  fa  largeur  BC ,  ont  enfemble 
35  pieds.  Ainjl  9  F  on  fuppofe  une  ligne 
droite  ABE  de  3  5  pieds  ,  dont  la  moitié- 
A  F  ejl  par  conféquent  de  17^  pieds  ;  & 
après  avoir  tiré  la  diagonale  AC 9  on  rai" 
fonne  de  cette  manière  : 

La  ligne  AE  ejl  divifêe  en  deux  parties 

j"  Voyez  la  note  du  n°  187. 

Hij 
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AB  &  SE 9  &  le  point  F  ejl  fon  milieu» 
i^-AinJi  (n)  9  le  quatre  de  la  ligne  AF9  (le- 
quel ejl  de  3  06  j  pieds  [h]  )  9  avec  celui  de 
la  demi- différence  FB  9  (qui  ejl  inconnu  )  , 
doit  être  égal  à  la  moitié  de  la  fomme  des 
quarrês  des  parties  AB  &  BE ;  c  ejl- ci- 
dire  à  la  moitié  de  la  fomme  des  quarrés 
des  côtés  AB  &  BC;  &  par  conféquent  9 
à  la  moitié  du  quarré  de  la  diagonale  AC 
171.  (n)  9  puifque  [h]  le  triangle  ABC  ejl  rec- 
tangle en  B.  Mais  9  la  moitié  de  ce  quarré 
ejl  de  312  j  pieds  [h].  Donc  9  le  quarré  qui 
étoit  inconnu  ejl  de  6  -J-  pieds  :  &  par  con- 
féquent y  la  demi-différence  FB  ejl  de  2  -^ 
pieds.  Or,  puifque  la  ligne  A  F  ejl  de  17  ~ 
pieds  9  &  la  demi-différence  FB  de  2  £ 
pieds  9  le  côté  AB  ejl  de  20  pieds  ,  &  l§ 
côté  BC  de  ïj.    . 

Par  conféquent,  Ct  Q,  F.  F, 
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PROPOSITION    X. 
Thé  or  ê  ME* 

200.  Si  une  ligne  droite  eji  divifèe  en  deuoê 
parties  ;  le  quarré  de  cette  ligne  9  avec 
celui  de  Vune  quelconque  de  ces  deux 
parties  >  ejl  double  du  quarrè  de  la  moi- 
tié de  Vautre  partie ,  &  du  quarrê  d'une 
ligne  compofée  de  cette  première  partie  & 
de  la  moitié  de  cette  autre  partie* 

ji  une  ligne  droite  AB  *  eft  divîfée  enr4g.  t$* 
deux  parties  quelconques  AC  ck  CB  ,  le 
quarré  de  cette  ligne  AB ,  avec  celui  de 
la  partie  ,  par  exemple  CB  ,  eft  double  du 
quarré  de  la  moitié  de  l'autre  partie  AC  , 
ck  du  quarré  d'une  ligne  compofée  de 
cette  première  partie  CB  ÔC  de  la  moitié 
de  cette  autre  partie  AC. 

Conjl.  Divifez  (n)  la  partie  AC  en  deux  n,  ^a 
parties  égales  AD  &  DC.  Du  point  D* 
élevez  (n)  la  perpendiculaire  DE  à  la  li-  n.  9y. 
gne  AB.  Faites  cette  perpendiculaire  égale 
à  l'une  des  parties  AD    &  DC.    Par  le' 
point  E,  tirez  (n)  la  parallèle  indéfinie  n.  133, 
EF  à  la  ligne  AB.  Du  même  point  E, 
tirez  par  le  point  de  divilion  C ,  la  ligne 
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droite  indéfinie  EG.  Par  le  point  B  -9  tires 

n.  J33»(n)  une  ligne  GF  parallèle  à  la  perpendi- 
culaire DE  ;  6c  qui  rencontre  les  lignes 
EF  6c  EG  ,  l'une  à  un  point  F ,  6c  l'autre 
à  un  point  G.  Enfin  >  tirez  du  point  A 
aux  points  E  6c  G ,  les  lignes  droites  AE 
&  AG. 

Démonjî,  Premièrement.  Le  triangle 
ADE  efl  rectangle  6c  ifofcele  [c];  ainfi , 
les  angles  DAE  ck  DEA  font  chacun  la 

N-  n%-  moitié  d'un  angle  droit  (n).  Or  ,  il  en  eft 
de  même  des  angles  DCE  6c  DEC  du 
triangle  CDE  ,  puifque  ce  fécond  triangle 
N.  $2.  eft  égal  au  premier  (n).  Donc  ,  l'angle 
AEC  efl  un  angle  droit  ;  ck  par  confé- 
quent,  le  triangle  AEG  eft  rectangle  en  E. 
Secondement.  Les  lignes  EF  6c  AB'qui 
font  coupées  par  la  ligne  EG,  font  paral- 
lèles [c]  ;  ainiî  ,  l'angle  FEG  eu  égal  à 

n.  130.  fon  alterne  DCE  (n).  Or,  les  lignes  GF 
6c  DE  qui  font  aufli  coupées  par  la  même 
ligne  EG ,  font  auflî  parallèles  [c]  ;  ainfi , 
l'angle  FGE  eft  aufli  égal  à  fon  alterne 

n. -130.  DEC  (n).  Enfin ,  les  angles  BCG  6c  DCE 
qui  font  oppofés  au  fommet,  font  aufli 

n.  101.  égaux  (n).  Donc,  les  angles  FEG  ,  FGE 
6c  CBG,  font  aufli  chacun  la  moitié  d'un 
angle  droit.  Par  conféquent ,  les  triangles 
EFG  6c  CBG  font  aufli  reftangles,  l'un 

n.  ,56t en  Fôc  l'autre  en  B  (n)  ;  les  côtés  EF  ck 
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VG  du  premier  font  égaux  ;  ck  les  côtés 
CB  ck  BG  du  fécond  le  font  auftï  (n).  n.  dé, 

Troifîémemenf.  Le  triangle  ADE  eft 
rectangle  ck  ifofceîe  [c]  ;  ainft  ,  le  quarré 
du  côté  AE  eft  double  de  celui  du  côté 
AD.  (n)  :  ck  puifque  le  triangle  EFG  eftN*  t-f 
au  (fi  rectangle  Ôk  ifofceîe  [  D  ]  ,  le  quarré 
du  côté  EG  eft  anffi  double  de  celui  du 
côté  EF  (n)  ;  êk  par  conféquent,  de  celui  n 
de  la  ligne  DB  (n).  n.  143 

Or ,  le  quarré  de  la  ligne  AB ,  avec 
celui  de  fa  partie  CB ,  efl  égal  aux  quar- 
rés  des  côtés  AB  Si  BG  du  triangle  ABG  ; 
puifque  la  partie  CB  efl  égale  au  côté 
BG  [d]:  les  quarrés  des  côtés  AB  ck  BG 
font  égaux  au  quarré  du  côté  AG  (n),N.  171* 
puifque  le  triangle  ABG  eft  rectangle  en 
B  [d]  :  le  quarré  du  coté  AG  eft  égal  aux 
quarrés  des  côtés  AE  ck  EG  du  triangle 
AEG  (n)  ,  puifque  ce  triangle  eft  auiIUNT-  r7*< 
rectangle  en  E  [d]  :  enfin  [d]  ,  le  quarré 
du  côté  AE  eft  double  de  celui  du  côté 
AD  ;  ck  le  quarré  du  côté  EG  eft  double 
de  celui  de  la  ligne  DB.  Donc  (n) ,  îeN.  62, 
quarré  de  la  ligne  AB  avec  celui  de  fa 
partie  CB  ,  eft  égal  au  doufcle  du  quarré 
du  côté  AD  ,  plus  le  double  du  quarré  de 
la  ligne  DE.  Par  conféquent ,  ces  deux 
premiers  quarrés  enfemble  -y  font  doubles 
de  ces  deux  derniers  enfemble. 
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Mais ,  le  côté  AD  eft  la  moitié  de  îa 
partie  ÀC  de  la  ligne  AB  [c]  ;  ck  la  ligne 
DB  eft  compofée  de  la  première  partie 
CB  de  cette  même  ligne  AB  &  de  la  moi- 
tié DC  de  Ton  autre  partie  AC.  Donc  , 
le  quarré  de  la  ligne  AB  ,  avec  celui  de  fa 
partie  CB  ,  eft  double  du  quarré  de  la 
moitié  AD  de  l'autre  partie  AC  de  cette 
ligne  ,  ck  du  quarré;  de  la  ligne  DB,  la- 
quelle eft  compofée  de  cette  première 
partie  CB  ,  &  de  la  moitié  DC  de  cette 
Eutré  partie  AC. 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  D. 

S  C  H  O  Lï  E. 

fig.  19.  201.  La  ligne  DC*  ejl  la  moitié  de  la 
différence  AC  des  lignes  AB  &  CB ,  comme 
nous  V avons  déjà  obfervé  au  n°  1 9 1 . 
Ainft  9  la  ligne  DB  ejl  la  moitié  de  leur 
fomme;  &  par  conféquent ,  ce  théorème  & 
le  précédent  ne  font  au£î  quufie  même  pro- 
pofàion ,  que  Von  auroit  pu  énoncer  de 
cette  manière: 

Les  quarrés  de  deux  lignes  droites  quel- 
conques font  doubles  de  ceux  de  la  moitié 
de  la  fomme  de  ces  deux  lignes ,  8t  de  la 
moitié  de  là  différence  de  ces  mêmes 
lignes. 

Cefl  auffi  la  parité  de  ces  deux  théorèmes 
qui  ejl  la  caufe  de  celle  de  leurs  démonjlra-» 
tionst 
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U  s  A  G  É. 

202.  On  peut  fe  fervir  de  cette  propo~ 
Jition  9  de  la  manière  fuivante  9  pour  ri- 
foudre  ce  problême* 

Un  re&angle  DB  *  a  35  pieds  de  dia-  Fig.  2©, 
gonale  y  &  fa  longueur  ÀB  furpaffe  de  fept 
pieds  fa  largeur  BC.  Combien  cette  lon- 
gueur &  cette  largeur  ont-elles  de  pieds  9 
chacune  ? 

Solution.  Puifque  [  h  ]  le  côté  AB 

furpaffe  de  7  pieds  le  côté  BC  9  on  prend 

fur  le  côte  AB  une  partie  AE  de  7  pieds  , 

&  le  refle  EB  efh  égal  au  côté  BC  ;  après 

quoi  y  Von  raifonne  de  cette  manière: 

La  ligne  AB  efl  divifée  en  deux  parties 
AE  &  EB.  Ainfi  (  n  )  9   le  quarré  de  la  N,  2o»> 
moitié  A  F  de  la  partie  AE  y  (  lequel  efl  de 
12  ~  pieds  [c])  ,  avec  celui  de  la  ligne 
FB9  (  qui  efl  inconnu  )  9  doit  être  égal  à  la 
moitié  de  la  fomme  des  quarrês  de  la  ligne 
.  AB   &  de  la  partie  EB  ;  cefl-à-dire  [c]  % 
à  la  moitié  de  la  fomme  des  quarrês  dis  cô- 
tés AB  &  BC  ;   &  par  confêquent  5  à  la 
moitié  du  quarré  de  la  diagonale  AC  (n)  ^  ^  tJl 
puifque  le  triangle  ABC  efl  reclan gle  en  B 
[h].  Mais  [h]  ,  la  moitié  de  ce  quarré  ejl  de 
6127  pieds  ;  donc  9  le  quarré  qui  êtoit  in- 
connu 9  efl  de  600  |  pieds  ;  &  par  confê- 
quent >  la  ligne  FB  efl  de  24  ~  pieds,    Ùr  3- 
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puifque  cette  ligne  efl  de  24  ~  pieds  9  &  que 
la  ligne  AF  ejl  de  3  ~  pieds  y  le  côté  AB 
ejl  de  28  pieds  ,  &  le  côté  BC  de  21 . 
Par  conféquent  9  C.  Q.  F*  F. 


PROPOSITION     XI. 
Problême. 

203.  Divifer  une  ligne  droite  en  deux  par-» 
ties  _,  qui  j oient  telles  que  le  reclangle  d& 
cette  ligne  &  de  la  plus  petite  de  ces 
deux  parties  ?  foit  égal  au  quarré  de  la 
plus  grande* 


ïia»  21  « 


L  faut  divifer  la  ligne  droite  AB  *  en 
deux  parties ,  qui  foient  telles  que  le  rec- 
tangle de  cette  ligne  <k  de  la  plus  petite 
de  ces  deux  parties ,  foit  égal  au  quarré  de 
la  plus  grande.. 

N.  ?y.  Conjl.  Du  point  A  3  élevez  (n)  à  la 
ligne    A  B  une  perpendiculaire  indéfinie 

N.  81.  FD.  Prenez  (n)  fur  cette  perpendiculaire  ? 
la  partie  AE  égale  à  la  moitié  de  cette 
ligne  AB  ;  ek  la  partie  EF  égale  à  la  dif- 
tance  du  point  E  au  point  B.   Enfin  ,  pre- 

N.  Ss,  nez  (n)  fur  la  ligne  AB  ,  la  partie  AH 
égale  à  la  ligne  AF.  Cette  ligne  AB  fera 
divifée  comme  il  efl:  demandé. 

Pour  la  démon firation  ^  faites  la  partie 


Livre    Second.       179 

AD  égale  à  la  ligne  AB  ;  ck  achevez  le 
quarré  AC  (n).  Par  le  point  H  ,  tirez  la  n.  l?0, 
parallèle  GI  à  la  ligne  FD  (n)  ;  ck  par  le  n.  133, 
point  F,  la  parallèle  FG  à  la  ligne  AB. 
Enfin  ,  tirez  du  point  E  au  point  B  la 
ligne  droite  EB. 

Démonjl.  La  ligne  DF  eft  l'un  des  côtés 
du  rectangle  DG  ;  6k  fon  autre  côté  FG 
eft  égal  à  la  partie  AF  de  cette  même 
ligne  ,  puifque  le  quadrilatère  AG  eft  le 
quarré  de  la  partie  AH  [c].  Donc  ,  ce 
rectangle  eft  celui  de  la  ligne  DF  ck  de  fs 
partie  AF. 

A  in  fi  ,  puifque  la  ligne  EA  eft  la  moi- 
tié de  l'autre  partie  DA  de  cette  même 
ligne  DF  [c]  ,  le  rectangle  DG  ,  avec  le 
quarré  de  la  ligne  EA  ,  eft  égal  au  quarré 
de  la  ligne  EF  (n)  ;  ck  par  conféquent  5  N.  i$>r 
à  celui  de  la  ligne  EB,  puifque  les  lignes 
EF  ck  EB  font  égales  [c].  Mais  le  quarré 
AC  de  la  ligne  AB  ,  avec  celui  de  la 
ligne  EA,  eft  auftt  égal  au  quarré  de  cette 
même  ligne  EB  (n)  ,  puifque  le  triangle  n.  t?u 
EAB  eft  rectangle  en  A  [c].  Donc  (n)  , 'N.  62s. 
le  rectangle  Y)G  ,  avec  le  quarré  de  la  li- 
gne EA  ,  eft  égal  au  quarré  AC  de  la 
ligne  AB ,  plus  celui  de  la  ligne  EA.-  Par 
conféquent,  le' rectangle  DG  eft  égal  au 
quarré  AC  (n),  n.  s 4 .- 

Or  3  puifque  ce  rectangle'  &  ce  quarré  y 
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qui  ont  la  partie  DH  de  commun ,  i  ont 
égaux  ,  l'autre  partie  A  G  du  premier  efl 
égale  a  l'autre  partie  HC  du  fécond  ;  c'eft* 
à-dire  ,  au  rectangle  de  la  ligne  AB  ck  de 
fa  partie  HB. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 

PROPOSITION    XIL 
Théorème. 

204.  Dans  un  triangle  obtuf angle  9  h 
quarré  du  côté  oppofé  a  V angle  obtus  9_ 
ejl  égal  aux  quarrês  des  deux  autres  cô~ 
tés  y  plus  deux  rectangles  faits  chacun 
de  l'un  quelconque  de  ces  autres  côtés  9 
&  de  f on  prolongement  j u fqu  à  la  per- 
pendiculaire., 


'ans  le  triangle  ABC*  dont  Pangle 
C  eft  obtus  ;  le  quarré  du  côté  AB  eft  égal 
aux  çjuarrés  des  autres  côtés  AC  oc  CB  ,. 
plus  deux  rectangles  faits  chacun  de  l'un 
quelconque  de  ces  autres  côtés ,  ôk  de 
fort  prolongement  jufqu'à  la  perpendicu- 
laire ;  par  exemple,  du  côté  A  C  &t  de 
fon  prolongement  CD. 
Nj  96,  Conjl.  Du  point  B,  abaiffez  (n)  la  per- 
pendiculaire BD  au  côté  AC ,  prolongé, 
autant  qu'il  le  fera  néceffaire,, 
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Demonjl.  La  ligne  AD  eft  divifée  en 
deux  parties  AC  &  CD.  Ainfî(n),  lesN.  184. 
quarrés  de  ces  deux  parties  AC  &  CD  , 
avec  deux  rectangles  faits  chacun  de  ces 
deux  mêmes  parties  y  font  égaux  au  quarré 
de  cette  ligne  AD. 

Donc  (n)  ,  les  quarrés  de  ces  deux  par-  n.  6p 
ties  ,  avec  les  deux  rectangles  faits  cha- 
cun de  ces  deux  mêmes  parties ,  ck  le 
quarré  de  la  perpendiculaire  B  D  ,  font 
égaux  au  quarré  de  ta  ligne  AD  ,  plus 
celui  de  la  même  perpendiculaire  BD. 

Mais ,  à  caufe  des  triangles  CDB  &c 
ADB ,  qui  font  rectangles  l'un  &  l'autre 
en  D  [c  j ,  le  quarré  de  la  partie  CD, 
avec  celui  de  la  perpendiculaire  BD  ,  eft 
égal  au  quarré  du  côté  CB  (n)  :  &  le  n.  171* 
quarré  de  la  ligne  AD  ,  avec  celui  de  far 
même  perpendiculaire  BD ,  eft  égal  au 
quarré  du  côté  AB  (n).  N.  \-pt> 

Donc ,  le  quarré  du  côté  AB  eft  çgal 
aux  quarrés  âes  côtés  AC  ck  CB  ,  plus 
deux  rectangles  faits  chacun  du  côté  AC 
&  de  fon  prolongement  CD. 

Par  conféquent ,  G.  Q.  F.  D. 

U  S  A  G  E. 

205.  On  peut  fe  fervlr  de  cette  propojî- 
ûon ,  de  la  manière  fuiyante  ?  pour  réfoudm 
ce  problème  1 
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«g.  22.  Les  côtés  AB  *  ,  AC  &  CB  du  triangle 
ABC  dont  l'angle  C  eft  obtus,  font ,  l'un 
de  20  toifes ,  l'autre  de  1 1 ,  &  le  dernier 
de  13.  Combien  la  perpendiculaire  abaif-- 
fée  de  l'un  des  autres  angles  au  côté  op- 
pofé  (par  exemple ,  de  l'angle  B  au  côté 
AC  )  en  contient-elle  ? 

Solution.  L'angle  C  efl  obtus  [h]. 

N.  104.  A  infî  (n),  les  quarrés  des  côtés  AC  &  CB  3 
(qui  font  de  290  toifes  [h]  ),  avecdeux  rec- 
tangles faits  chacun  des  lignes  AC  &  CD9 
(Jefquels  font  inconnus),  doivent  être  égaux 
au  quarré  du  côté.  AB  >  (  lequel  efl  de  400 
toifes  [H  j  ).  Donc  ,  ces  deux  rectangles  qui 
étoient  inconnus  font  de  1 1  o  toifes  ;  &  par 
conféquent  ,  chacun  de  ces  rectangles  efl  de 
5  5 .  Mais  ,  puifque  le  rectangle  des  lignes 
AC  &  CD  eft  de  55  toifes  3  &  que  la  ligne 
AC  efl  de  11  toifes  \  H]  ,   5  5  font  le  produit 

N.  ^49' de  la  ligne  CD  multipliée  par  1 1  (n)  ;    & 
par  lonféquent  cette  ligne  eft  de  5  toifes,  0r9 
puifque  dans  le  triangle  CDB  qui  efl  rec- 
tangle en  D  [h]  9  on  connoît  Fhypothénufe 
CB  de   1 3  toifes  y  avec  le  côté  CD  de^  ,  on 

N»  ï7J'  trouvera  (n)  que  le  côté  BD,  qui  efl  laper* 
pendiculaïre  demandée  9  en  contient  l%v   > 
Par  conféquent  ,  C.  Q.  F.  F* 
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PROPOSITION    XIII. 

Théorème. 

206.  Dans  un  triangle  quelconque?  le  quarri 
du  côte  oppojé  à  l'un  des  angles  aigus  9 
avec  deux  retlangles  faits  chacun  de  Vun 
quelconque  des  autres  cotes  &  de  la  par- 
tie^ de  cet  autre  côté  comprife  entre  cet  an* 
gle  aigu  &  la  perpendiculaire ,.  efl  égal 
aux  quarrés  des  deux  autres  côtés. 


ans  le  triangle  ABC*,  le  quarré  du^ig.  af» 
côté  ,  par  exemple  AB ,  oppofé  à  l'angle 
aigu  C,  avec  deux  rectangles  faits  chacun, 
par  exemple  du  côté  AC  9  &  de  la  partie 
DC  de  ce  coté  comprife  entre  cet  angle 
aigu  C  &  la  perpendiculaire  BD,  efî 
égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  AC 
&CB. 

Conjl.  Du  point  B ,  abaifTez  (n)  la  per-  n.  $6» 
pendiculaire  BD  au  côté  AC. 

Démmjl.  La  ligne  AC  eft  divifée  en 
deux  parties  AD  &:  DC,  Ainn*  (n) ,  le  n.  154, 
quarré  de  la  partie  AD ,  avec  deux  rec- 
tangles faits  chacun  de  cette  ligne  AC  ôc 
de  fon  autre  partie  DC ,  eft  égal  au  quarré 
de  cette  même  ligne  AC  7  plus  celui  de 
cette  autre  partie  DC» 
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n.  63.  Donc  (n)  ,  le  quarré  de  la  partie  AD, 
avec  deux  rectangles  faits  chacun  de  la  li- 
gne AC  ck  de  la  partie  DC  ,  ck  le  quarré 
de  la  perpendiculaire  BD  ,  eft  égal  aux 
quarrés  de  la  ligne  AC ,  de  la  partie  DC  , 
&  de  la  perpendiculaire  BD. 

Mais  ,  à  caufe  des  triangles  ADB  êk 
CDB  ,  qui  font  rectangles  l'un  ck  l'autre 
en  D  [c] ,  le  quarré  de  la  partie  AD  , 
avec  celui  de  la  perpendiculaire  BD  ,  eft 

N.  171.  égal  au  quarré  du  côté  AB  (n)  :  ck  le 
quarré  de  la  partie  DC  ,  avec  celui  de  la 
même  perpendiculaire  BD  ,   eft  égal  au 

N,  171  quarté  du  côté  CB  (n). 

Donc ,  le  quarré  du  côté  AB,  avec  deux 
rectangles  faits  chacun  du  côté  AC  ck  de 
fa  partie  DC ,  eft  égal  aux  quarrés  des  cô- 
tés AC  6k  CB, 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

207.  On  petit  fe  fervir  de  cette  propojï- 
tion  9  de  la manière  fuivante  >  pour  refondre 
ce  problème. 
%  23.  Les  côtés  AB  *,  AC^ck  CB  dutriangle 
ABC  ,  dont  l'angle  C  eft  aigu  ,  font ,  l'un 
de  45  toifes  ;  l'autre,  de  42;  ck  le  der- 
nier, de  39.  Combien  la  perpendiculaire 
abaiftee  de  l'un  des  autres  angles  au  côté 
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oppofé  ,  (  par  exemple  ,  de  l'angle  B  au 
côté  AC  )  ,  en  contient-elle  ? 

Solution,  Lî angle  C  ejl  aigu  [h], 
Ainji  (n)  ,  le  quarrédu  côté  A  B  9  (  qui  £/?N.  »o6« 
*&  2025  ft?i/ès  [h]  )  ,  avec  deux  rectangles 
faits  chacun  des  lignes  AC  &  DC  9  (  lef 
quels  font  inconnus  )  ,  doit  être  égal  aux 
quarrés  des  côtés  AC  &  CB  9  (  qui  font  de 
•3285  toifes  [h].  Donc 9  ces  deux  rectan- 
gles qui  étoient  inconnus  9  font  de  1260 
toifes  ;  &  par  conféquent  9  chacun  de  ces 
rectangles  ejl  de  630.  Mais  9  puifque  le 
rectangle  des  lignes  AC  &  DC  eft  de  630 
toifes  9  &  que  la  ligne  AC  ejl  de  42  toifes 
[h],  630  font  le  produit  de  la  ligne  DC 
multipliée  par  42  (n)  ;  &  par  conféquent ,  n.  149. 
cette  ligne  eft  de  15  toifes.  Or  9  puifque 
Uans  te  triangle  DBC  qui  [h]  eft  rectangle 
en  D  9  on  connoît  Vhypothènufe  CB  de 
39  toifes  ,  avec  le  côté  DC  de  1  j  ,  on  trou- 
vera (n)  que  le  côté  BD  9  qui  ejl  la  per-^t  ,». 
pendiculaire  demandée  9  en  contient  3  6, 

Par  conféquent ,  C.   Q.  F,  F. 

S  C  H  O  LIE. 

208.  Cette  proportion  &  la  précédente 
peuvent  être  fort  utiles  dans  le  toifé9  & 
dans  V  arpentage  ;  parce  qu'il  eft  bien  plus 
facile  y  dans  la  pratique  9   de  mefurer  Us 
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trois  côtés  d'un  triangle  ,  que  cTabaijJer  urte 
perpendiculaire  de  Vun  des  angles  a   Vun 


des  côtés  ( 


PROPOSITION     XIV. 

Problême. 

209.  Décrire  un  quarré  >   dont  la  furfacê 
foit  égale  à  celle  a" une  figure  recliligne 
donnée.  - 

1 L  faut  décrire  un  quarné  qui  Toit  égal 

Fig.  24.  à  la  figure  recliligne  A*. 

N.  167,  Confia  Décrivez  (n)  un  rectangle  BD 
égal  à  la  figure  propofée  A.  Prolongez 
l'un  des  côtés  de  ce  rectangle  ,  par  exem- 
ple le  côté  BC ,  jufqu'à  ce  que  le  prolon- 
gement CF  foit  égal  à  l'autre  côté  CD. 
N.  93-Divifez  (n)  la  ligne  BF  en  deux  parties 
égales  BG  &  GF.  Du  point  G  pris  pour 
centre  ,  ck  avec  l'une  de  ces  parties  égales 
prife  pour  rayon  ,  décrivez  un  demi-cercle 
BHF.  Enfin  ,  prolongez  le  côté  CD  -,  juf- 
qu'à ce  qu'il  rencontre  à  un  point  H  la 
circonférence  de  ce  demi-cercle.  Le  pro- 
longement CH  fera  le  Coté  du  quarré  de- 
mandé. 

Pour  la  démonjiration  ,  tirez  du  point 
G  au  point  H  >  la  ligne  droite  GH» 
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Dèmonji,  La  ligne  BF  eft  divifée  en 
deux  parties  BC  &  CF,  &  le  point  G  eft 
fon  milieu  [c],  Ain/i  (n),  le  rectangle  deN.  1S7* 
ces  deux  parties  ,  (c'eft-à-dire  le  rectangle 
BD ,  puifque  les  lignes  CF  ck  CD  font 
égales  [c])  ,  avec  le  quarré  de  la  ligne 
GC ,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  GF  ; 
&  par  conféquent  ,  à  celui  de  la  ligne 
GH \  puifque  les  lignes  GF  ck  GH  font 
égales  (n).  '  3^' 

Mais ,  les  quarrés  des  lignes  GC  &  CH 
font  aufti  égaux  au  quarré  de  la  même 
ligne  GH  (n)  ;  puifque  le  triangle  GCHN-  *7*» 
eft  rectangle  en  C  [c].  Donc  (n)  ,  1-e  n.  62,' 
rectangle  BD  ,  avec  le  quarré  de  la  ligne 
GC  ,  eft  égal  aux  quarrés  des  lignes  GC 
ôc  CH  ;  &  par  conféquent ,  ce  rectangle 
eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  CH  (n).       N«  64. 

Or,  ce  même  rectangle  eft  aufti  égal 
à  la  figure  recliligne  À  [c].  Donc,  le 
quarré  de  la  ligne  CH  eft  égal  à  cette 
figure  (n).  ,  N*  éa- 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  F, 
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JZ  UCLIDE  9  après  avoir  démontré  dans 
les  deux  premiers  Livres  les  propojitions 
fondamentales  de  la  Géométrie  9  examine 
dans  celui-ci  les  propriétés  des  lignes  droi~ 
tes  qui  vont  fe  terminer  à  la  circonférence 
d'un  cercle.  Il  confidere  enfuite  la  manière 
dont  les  circonférences  des  cercles  peuvent 
ou  fe  toucher  ,  ou  fe  couper.  Il  détermine 
aujji  ce  qui  doit  être  la  mefure  des  angles 
qui  font  formés  dans  un  cercle  9  par  des 
lignes  droites  tirées  chacune  d'un  même 
point  de  fa  circonférence.  Enfin ,  il  réfoud 
quelques  problêmes  qui  concernent  encore  h 
cercle;  &  démontre  dans  les  dernières  pro- 
pofitions ,  les  propriétés  caratlérifiques  df 
0tte  figure f 
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DÉFINITIONS. 

210.  f~\N  nomme  cercles  égaux 9  ceux 
\^s  dont  les  diamètres  ,  ou  dont 
les  rayons  ,  font  égaux. 

211.  On  dit  qu'une  ligne  droite  touche 
une  figure  <>  lorfqu'elle  à  un  point  de  com- 
mun avec  la  circonférence  de  cette  figure; 
ck  qu'étant  prolongée  de  part  &  d'autre, 
elle  ne  peut  avoir  que  ce  feul  point  de 
commun  avec   cette  même  figure. 

Fig.  i.      La  ligne  AB  *  touche  le  cercle  X. 

212.  On  nomme  Tangente  9  une  ligne 
droite  qui  touche  une  figure. 

Kg.  i.      La  ligne  AB*  ejl  une  tangente  au  cer- 
cle X. 

215.  On  nomme  Sécante,  une  ligne 
droite  qui,  étant  prolongée ,  s'il  eft  né-* 
ceflaire ,  a  plus  d'un  point  de  commun 
avec  la  circonférence  d'une  figure, 
fig.  1.  La  ligne  CD*  ejl  une  fécante  du  cer- 
cle X, 

214.  On  dit  que  des  figures  fe  touchent 9 
lorfque  leurs  circonférences  ont  un  point 
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de  commun  9  ck  ne  peuvent  avoir  que  ce 
feul  point  de  commun. 

215.  On  dit  que  des  lignes  droites  font 
également  éloignées  d'un  certain  point , 
lorfque  les  perpendiculaires  qui  font  tirées 
de  ce  point  à  chacune  de  ces  lignes ,  font 
égales. 

Les  lignes  AB  *  &  CD  font  également  *»g.  *• 
éloignées  du  centre  K  du  cercle  X  9  fi  les 
perpendiculaires  KG  &  KH  font  égales. 

216.  On  nomme  Corde  .  une  ligne 
droite  qui  eft  tirée  de  l'une  des  extrémités 
d'un  arc  de  cercle  à  l'autre  extrémité  du 
même  arc. 

La  ligne  AC*   efl  la  corde  de  Varc?\&  u 
rABC. 

217.  On  dit  d'une  corde,  qu'elle  tend 
î'arc  dont  elle  eft  la  corde. 

La  corde  AC*  tend  l'arc  ABC.  Fîg.  3. 

218.  On  nomme  Ordonnée  au  diamètre 
d'un  cercle  ,  une  demi-corde  perpendi- 
culaire à  ce  diamètre. 

La  perpendiculaire  CD  *  au  diamètre  Fîg,  f, 
AB  ,  ejl  une  ordonnée  à  ce  diamètre. 

219.  On  nomme  Abciffes  ,  les  parties 
en  lefquelies  un  diamètre  eft  divifé  par 

pne  .ordonnée. 
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%.  5-      Les  parties  AC  *  &  C  B  du  diamètre 

AB  ,  font  les  abc'nTes  de  ce  diamètre. 

220.  On  nomme  Segment  de  cercle, 
une  figure  plane  qui  eft  terminée  par  un 
arc  de  cercle  &  par  une  corde  *}*. 

Fig.  3.      La  figure  A  B  C  *  ejl  un  fegment  de 
cercle. 

221.  On  "nomme  Angle  du  fegment , 
un  angle  qui  eft  formé  par  la  corde  qui 
tend  l'arc  de  ce  fegment;  &  par  une  tan- 
gente à  ce  même  arc,  tirée  de  l'une  de  fes 
extrémités. 

Pig.  4,      L'angle  ABC  *  ejl  F  angle  du  fegment 
CDB. 

<  222.  On  dit  d'un  angle  ,  qu'il  eft  inf- 
crit  dans  un  fegment ,  ou  feulement,  qu'il 
ejl  dans  un  fegment ,  lorfque  fon  fom- 
met  eft  dans  l'arc  de  ce  fegment  ;  ck  que^ 
fes  côtés  paiTent  par  les  extrémités  de  cet 
arc. 
Fig.  4.      V angle  E  *  ejl  dans  'le  fegment  CEB. 

223.  On  nomme  Secteur  de  cercle  ,  une 
figure  plane  qui  eft  terminée  par  un  arc 
de  cercle  ;  ÔC  par  deux  rayons  de  ce  même 
cercle. 

^  Segment  eft  un  nom  qui  exprime  que  la  chofe  à  la- 
quelle on  le  dpnne  a  été  coupée  d'une  autre. 

Les 
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Les  figures  ABCD  *   &  ABCE  font  rig.  6. 
chacune  un  fecteur  de  cercle, 

224.  Enfin,  on  dit  que  des  fegmens 
de  cercles  font :  femblab les  ,  lorfque  les  an- 
gles qui  font  inferits  dans  ces  fegmens, 
chacun  dans  chacun  ,  font  égaux. 

Les  fegmens  ABC  *  &  DE  F  font  fem-  Fig.  7» 
blables ,  fi  les  angles  B  &  E  qui  font  inf- 
erits 9  T  un  dans  le  fegment  ABCy  &  Vau- 
tre dans  le  fegment  DE F  9  font  égaux. 


PROPOSITION    L 
Problême. 

225.  Trouver  le  centre  d'un  cercle  donne. 

Il  faut  trouver  le  centre  du  cercle  X*.    pjg,  g; 

Conjl.  Tirez  dans  le  cercle  X  une  corde 
AB,  à  volonté.  Bivifez  (n)  cette  corde  n.  95. 
en  deux  parties  égales  AE  &  EB»  Du 
point  E,  élevez  à  cette  même  corde  (n)  n.  ^j. 
la  perpendiculaire  CD  ,   qui  fe  termine 
de  part  5t  d'autre  à  la  circonférence.  En- 
fin (n)  9   divifez  aufîi  cette   perpendicu-  n.  93, 
laire  en  deux  parties  égales  CF  &  FD. 
Le  point  F  fera  le  centre  demandé. 

Pour  la  dèmonRratinn.  Du  point  G  pris 
à  volonté  hors  de  la  perpendiculaire  CD  , 
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tirez  aux  points  A ,  E  &  B  9  les  lignes 
droites  GÂ ,  GE  &  GB. 

Démonjl.  Si  le  centre  du  cercle  X  étoit 
un  point  quelconque  G  hors  de  la  perpen- 
diculaire CD,  les  triangles  AGE  &  BGE , 
qui  ont  le  côté  AE  égal  au  côté  BE  [c]  , 
4k  le  côté  GE  de  commun,  auroient  auflî 
r6le  côté  G  A  égal  au  côté  GB  (n).  Ainfi 

y,  88.  (n)  ,  l'angle  GE  A  feroit  égal  à  l'angle 

îî.  19.  GÉB  ;  ck  par  conféquent  (n),  la  ligne 
GE  feroit  perpendiculaire  à  la  ligne  AB. 

^.  *?•  Mais  (n) ,  la  ligne  GE  n'eft  point  per<» 
pendiculaire  à  la  ligne  AB  ;  puifque  l'an- 
gle GEB  n'eft  qu'une  partie  de  l'angle 
CEB  ,  qui  eft  un  angle  droit  [c].  Donc  , 
le  point  G  n'eft  pas  le  centre  du  cercle  X. 
Or,  la  même  démonftration  fubfifte , 
à  quelque  point  que  l'on  prenne  le  point 
G  ;  pourvu  que  ce  foit  hors  de  la  perpen- 
diculaire CD.  Donc ,  le  centre  demandé 
n'eft  pas  hors  de  cette  perpendiculaire. 

Enfin,  puifque  le  centre  demandé  eft  dans 
cette  perpendiculaire ,  &c  que  [c]  le  point 
F  eft  le  feul  point  de  cette  ligne  qui  foit 
également  éloigné  des  points  C  ck  D  de  la 

H.  f  2.  circonférence,  le  point  F  eft  ce  centre  (n), 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  F. 

COROLLA  IRE. 

%%6,ll  fuit  de  la.  démonftration  de  ç§ 
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problême  ,  que  fi  dans  le  cercle  une  corde 
en  coupe  une  autre  perpendiculairement  ,  & 
par  le  milieu  ,  cette  première  corde  ejl  le 
diamètre  de  ce  cercle. 


PROPOSITION    II.. 
Théorème. 

227.  Une  ligne  droite  qui  a  plus  d'un 
point  de  commun  avec  la  circonférence 
d'un  cercle  ,  pajfe  dans  ce  cercle, 

J-i  A  ligne  droite  AB  *  qui  a  les  points  À  F»g'  $• 
&  B  de  communs  avec  la  circonférence 
du  cercle  X  ,  pafîe  dans  ce  cercle. 

Conjl,  Prenez  fur  la  ligne  AB  le  point 
D ,  à  volonté  ;  mais  qui  foit  cependant 
entre  les  points  A  ck  B«  Tirez  eniuite  du 
centre  C  aux  points  A ,  D  <k  B ,  les  lignes 
droites  CA,  CD  &  CB. 

Démonjl.  Dans  le  triangle  ACD ,  l'an- 
gle extérieur  CDB  eft  plus  grand  (n)  que^j.  ioî, 
fon  oppofé  intérieur  A.  Or,  l'angle  B  eft 
égal  à  l'angle  A  (n)  ;  puifque  les  côtés  CAn.  84. 
6c  CB  du  triangle  ACB  font  égaux  (n).w.  3j. 
Donc ,  l'angle  CDB  eft  plus  grand  que 
l'angle  B. 

Mais  puifque,  dans  le  tnangle  DCB  9 
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l'angle  CDB  eft  plus  grand  que  l'angle  B, 
le  côté  CB  eft  aufïî  plus  grand  que  le  côté 
Ho  m,  CD  (n).  Donc ,  l'extrémité  D  de  ce  der- 
nier côté  eft  dans  le  cercle  X.  Par  con- 
féquent ,  puifque  [  c  ]  la  ligne  AB  pafîe 
par  cette  extrémité ,  elle  palTe  dans  ce 
cercle. 

Donc,  C.  Q.F.  D. 


PROPOSITION     III. 

Théorème, 

£28.  Si  une  ligne  droite  qui  pajfe  par  le 
centre  d'un  cercle  9  divife  en  deux  parties 
égales  une  corde  qui  ny  paffe  point ,  elle 
çjl  perpendiculaire  à  cette  corde  :  &Jî  elle 
ejl  perpendiculaire  à  cette  corde  y  elle  la 
divife  en  deux  parties  égales. 

Premièrement.  La  ligne  droite 
Fîg.  ic  CD*,  qui  parle  par  le  centre  F  du  cercle 
X  ,  ck  qui  divife  en  deux  parties  égales 
AE  &  EB,  la  corde  AB  qui  n'y  paiTe 
point ,  e#  perpendiculaire  à  cette  corde. 
Confl.  Tirez  du  centre  F"  aux  points  A 
èk  B ,  les  lignes  droites  FA  &  FB. 

Démonfi.  Dans  les  triangles  AFE   & 
BFE  ?  le  côté  AE  eft  égal  au  côté  EB  [h]  f 
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le  côté  FA  au  côté  FB  (n) ,   &  le  côté*.  & 
FE  eft  commun.  Donc  (n)  ,  l'angle  CEA  n.  88;. 
cil  égal   à  l'angle   CEB  ;    ck  par  cônfé- 
quent  (n)  ,  la  ligne  CD  eft  perpendicu-N.  19» 
laire  à  la  corde  AB. 

Secondement.  La  ligne  droite  CD  *Fis«  îo* 
qui  pafTe  par  le  centre  F  du  cercle  X  ,   ck 
eft  perpendiculaire  a  la  corde  AB  qui  n'y 
paife  point ,    divife  cette  corde  en    deux 
parties  égales  AE  ek  EB. 

Conjl.  La  même  que  la  précédente. 

Dêmonfl.  Les  triangles  AEF  ck  BEF 
font  rectangles  l'un  ck  l'autre  en  E  [h], 
Ainn*  (n)  ,  les  quarrés  des  côtés  AE  &n.  ip* 
EF  font  égaux  au  quarré  de  l'hypothénufe 
AF  ;  6k  ceux  des  côtés  EB  ck  EF  le  font 
à  celui  de  l'hypothénufe  BF.v 

Mais,  ceshypothénufes  font  égales  (n).  h.  3 y, 
Donc  ,  les  quarrés  des  côtés  AE  ck  EF 
font  égaux  à  ceux  des  côtés  EB   ck  EF 
(n)  ;  6k  par  conséquent  le  quarré  du  côtéN-  6-^ 
AE  erl:  égal  à  celui  du  côté  EB  (  n).  Or  ,  n.  64, 
puifque  les  quarrés  des  côtés  AE  ck  EB 
font  égaux  ,  ces  côtés  le  font  auiïi. 

Par  conféquent,  C.  Q,  F.  D. 


Ï11J 
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PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

229.  Deux  cordes  qui  fe  coupent  à  un 
point  qui  ne  fi  pas  h  centre  du  cercle  9 
ne  fe  divifent  point  chacune  en  deux 
parties  égales, 

Pig,  h.JLes  cordes  AB  *  Se  CD  qui  fe  cou- 
pent au  point  F  qui  n'en1  pas  le  centre 
du  cercle  X ,  ne  fe  divifent  point  cha- 
cune en  deux  parties  égales. 

Conji.  Tirez  du  centre  E  au  point  d'in- 
terfecKon  F ,  la  ligne  droite  EF. 

Dêmonji.  Si  le  point  F  étoit  le  milieu 

de  chacune  des  cordes  AB  Se  CD,  la 

ligne  EF  qui  [c]  paffe  par  le  centre  E , 

feroit  perpendiculaire  à   chacune  de   ces 

n.  zz8.  cordes  (n).  Ainn* ,  chaque  angle  EFB  Se 

n.  21.EFD  feroit  un  angle  droit  (n)  ;   Se  par 

conféquent  ,.   ces   deux    angles    feroient 

égaux. 

n.  72,     Or  (n)  ,    ces  deux  angles  ne  font  point 

égaux  ,    puifque    le  fécond  n'efr.  qu'une 

partie  du  premier.  Donc  ,  le  point  F  n'eft: 

pas  le  milieu  de  chacune  des  cordes  A  B 

&  CD. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  D. 
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IL»      Mil  I  — — — i  ..III  «I  _  1  I        , 

PROPOSITION    V. 

Théorème. 

230.  Les  cercles  dont  les  circonférences  fi 
coupent  y   n  ont  point  le  même  centre. 

J-*es  cercles  ABC  *&  DCB,  dont  lesFîg.ii. 
circonférences  fe  coupent  aux  points  B  & 
C ,  n'ont  point  le  même  centre. 

Démonfl.  Dans  le  cercle ,  le  centre  eft 
également  éloigné  de  tous  les  points  de 
la  circonférence  (n).  Ainli,    les  circon-N.  33. 
férences  des  cercles  qui  ont  le  même  cen- 
tre ,  font  parallèles  (n)  ;  &  par  conféquentN.  3^ 
(n),  elles  ne  fe  coupent  point.  n.  56. 

Or,  les  circonférences  des  cercles  ABC 
&  BDC  ne  font  point  parallèles;  puifque 
[h]  elles  fe  coupent  aux  points  B  &  C. 
Donc  ,  ces  cercles  n'ont  point  le  même 
centre. 

Par  conféquent  >  C.  Q.  F.  D, 


2JP 
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PROPOSITION    VI. 

The  or  ême, 

23  I .  Les  cercles  dont  les  circonférences  fe 
touchent  9  n  ont  point  le  même  centre , 

■*g.  13.I-ES  cercles  ABC*  &  DBE,  dont  les 
circonférences  fe  touchent  au  point  B  7 
n'ont  point  le  même  centre. 

Démonjl.  Dans  le  cercle,  le  centre  eft 
également  éloigné  de  tous  les  points  de 
N-  3Ma  circonférence  (n).  Ainfi  les  circonfé- 
rences des  cercles  qui  ont  le  même  cen- 
N«  3f-tre,  font  parallèles  (n)  ;  &   par  confé- 
n.  j^quent  (n)  -,  elles  ne  fe  touchent  point. 

Or ,  les  circonférences  des  cercles  ABC 
ck  DBE  ne  font  point  parallèles  ;  puifque 
[h]  elles  fe  touchent  au  point  B.  Donc, 
ces  cercles  n'ont  point  le  même  centre. 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F,  D. 

W  - 
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PROPOSITION    VII." 

Théorème. 

2.32.  Si  d'un  point  pris  dans  un  cercle? 
mais  qui  nen  efi  pas  le  centre  %  on  tire 
à  la  circonférence  plujieurs  lignes  droi- 
tes :  Premièrement  ,  celle  qui  paffera 
par  le  centre  fera  la  plus  grande  ;  & 
celle  qui  y  pafferoit  9  fi  elle  étoit  prolon~« 
gée  ,  fera  la  plus  petite  :  Secondement, 
celles  qui  feront  plus  près  du  centre  , 
feront  plus  grandes  que  celles  qui  en  fe- 
ront plus  .éloignées  :  Troisièmement  y 
enfin  y  il  pourra  y  en  avoir  deux  égales  y 
mais  il  ne  pourra  y  en  avoir  plus  de  deux. 


REMIÉREMENT.  De  toutes  les  lignes-  . 
droites  qu'il  eftpoiïible  de  tirer  à  la  circon- 
férence du  cercle  X*,  du  point  À  pris  dans  Fig^fv 
ce  cercle ,  mais  qui  n'en  efr  pas  le  centre  , 
la  ligne  AEB  qui  parle  par  îe  centre  E  y 
efl  la  plus  grande  :  ck  la  ligne  AC  qui  y 
paiTeroit  û  elle  étoit  prolongée  ,  eu  la  plus- 
petite. 

Confl.  Du  point  D  priS-à  volonté  fur 
la  circonférence,  tirez  au  centre  E  ck  au? 
point  A  ,  les  lignes  droites  DE  ck  DA* 

I  v 
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JDèmonJl.  Premièrement.  Dans  le  trian- 
gle ÀED  ,  la  fomme  des  côtés  AE  ck  ED 
k.  114.  efr  plus  grande  que  le  côté  AD  (n).  Or, 
n.  61.  la  ligne  ÀEB  eft  égale  à  cette  fomme  (n), 
puifque  les  lignes  EB  ckrED  font  égales 
n.  35.  (n).  Donc  ,  la  ligne  AEB  eft  plus  grande 
que  le  côté  AD. 

Secondement.  Dans  le  triangle  AEd , 
le  côté  Edeû  plus  petit  que  la  fomme  des 
N.  i '4.  autres  côtés  EA  &  Ad  (n).  Or,  la  ligne 
n.  35.  EAC  eft  égale  à  ce  côté  Ei(n),  Donc 
cette  ligne  efr.  plus  petite  que  la  fomme 
de  ces  autres  côtés.  Par  conféquent ,  û 
l'on  retranche  la  même  ligne  EA  ,  ck  de 
cette  ligne  EAC  ck  de  cette  fomme  ,  le 
refte  AC  de  cette  dernière  ligne  fera  plus 
petit  que  le  refte  Ad  de  cette  fomme. 

Or  ,  la  même  démonstration  fub/îiie  , 
à  quelque  point  de  la  circonférence  que 
l'on  prenne  le  point  D.  Donc,  de  toutes 
les  lignes  droites  qu'il  efr.  poffible  de  tirer 
du  point  A  à  cette  circonférence,  la  ligne 
AEB  eft  la  plus  grande  ;  ck  la  ligne  AC  la 
plus  petite. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  i°D, 

Secondement.  Des.  deux  lignes 

%°  ij- droites  AC*    ck  AD   qui  font  tirées  à  la 

ciî conférence  du  cercle  X,  d'un  point  A. 

pris  dans  ce  cercle  ^  mais  qui  n'en  eft  pas 
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le  centre ,  la  ligne  AC  qui  eft  la  plus  pro- 
che du  centre  E,  eft  la  plus  grande. 

Conjl.  Tirez  du  centre  E  aux  points  C 
&  D ,  les  lignes  droites  EC  &  ED. 

Dèmonft.  Dans  les  triangles  AEC  & 
AED ,  l'angle  AEC  eft  plus  grand  que 
l'angle  AED  (n)  ,  le  côté  EC  eft  égal  au  n.  72. 
côté  ED  (n)  ,  &  le  côté  EA  eft  commun,  n.  35. 
Donc  (n) ,  le  côté  AC  eft  plus  grand  que  n.  ui. 
le  côté  AD. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  20  D. 

Troisièmement.  Enfin ,  d'un  point 
A*  pris  dans  le  cercle  X,  mais  qui  n'en  Fig.  16, 
eft  pas  le  centre  5  on  peut  tirer  à  la  cir- 
conférence deux    lignes  droites   égales  , 
mais  on  ne  peut  en  tirer  plus  de  deux. 

Conjï.  Tirez  du  point  A  par  le  centre 
E ,  la  ligne  droite  AEB.  Du  point  C  pris 
à  volonté  fur  la  circonférence  ,  tirez  aux 
points  A  fk  E ,  les  lignes  droites  CA  & 
CE.  Décrivez  fur  la  ligne  AEB  (n)  ,  Fan-N.  n?. 
gle  AED  qui  ait  le  point  E  pour  fommet , 
ck  foit  égal  à  l'angle  AEC.  Enfin  ,  tirez  du 
point  A  au  point  D  ,  la  ligne  droite  AD. 

Démonjl.  Premièrement.  Dans  les  rrian- 
gles  ADE  &  ACE  ,  Fangle  AED  efl  égal 
à  l'angle  AEC  (c) ,  le  côté  ED  su  côté 
EC  (n),   &   le  côté  EA   eft  commun,  n.  ? 5, 
Donc ,  le  côté  AD  eft  égal  au  côté  AC  (n).  n.  82, 

I  vj 
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Par  conféquent,  on  peut  tirer  du  point  Â 
à  la  circonférence  9   deux  lignes   droites 
égales. 

Secondement.  Toute  ligne  droite  ti~ 
rée  du  point  A  à  la  circonférence  ,  qui 
fera  plus  près  du  centre  E  -que  ne  l'eft  la 
ligne  AD,  fera  plus  grande  que  cette  li- 
gne AD  :  ôc  toute  ligne  droite  tirée 
du  même  point  A  à  la  même  circonfé- 
rence ,  qui  fera  plus  éloignée  du  centre  E 
que  ne  l'eft  la  ligne  AD  y  fera  plus  petite 
que  cette  même  ligne  AD. 

Donc  ,  la  ligne  AD  efr  la  feule  ligne 
droite  égale  à  la  ligne  AC  ,  qu'il  fort 
poflïbîe  de  tirer  du  point  A  à  la  circonfé- 
rence. Par  conféquent ,  on  ne  peut  tirer 
de  ce  point  à  la  circonférence ,  plus  de 
deux  lignes  droites  égales. 

Or ,  la  même  démonltration  fubiifîe  % 
à  quelque  point  de  la  circonférence  que 
l'on  prenne  le  point  C. 

Donc,  C.  Q.  F.  30  D, 


4&* 
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PROPOSITION    VIIL 

Théorème. 

233.  Si  d'un  point  pris  hors  d'un  cercle  9 
on  tire  à  la  circonférence  plufleurs  lignes 
droites  :  Premièrement ,  celle  qui  pajfem 
par  le  centre  fera  la.  plus  grande  ;  &  celle 
qui  y  pafferoit ,  Ji  elle  êtoit  prolongée  y 
fera  la  plus  petite  :  Secondement ,  fi 
elles  traverfent  le  cercle ,  celles  qui  feront 
plus  près  du  centre  ,  feront  plus  grandes 
que  celles  qui  en  feront  plus  éloignées  ; 
mais  fi  elles  n  entrent  point  dans  le  cer- 
cle _,  celles  qui  feront  plus  près  du  centre  y 
feront  au  contraire  plus  petites  que  celles 
qui  en  feront  plus  éloignées  :  Troisième- 
ment,  enfin  3  deux  de  celles  qui  traver- 
seront le  cercle  pourront  être  égales  ?  & 
deux  de  celles  qui  ny  entreront  point 
pourront  aufjî  F  être  ;  mais  9  des  unes 
comme  des  autres  ^  il  ne  pourra  y  en  avoir 
plus  de  deux. 


remiérement.  De  toutes  les  li- 
gnes droites  qu'il  eft   poffible   de  tirer  à 
la  circonférence    du    cercle   X  *  5    d'unpjg, 
point  A  pris  hors  de  ce  cercle  ,   la  ligne 
ÂEC  qui  paffe  par  le   centre  E  r  eft  la. 
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plus  grande  :  ck  la  ligne  AB  qui  y  paffe- 
roit,  fi  elle  étoit  prolongée  9  eft  la  plus 
petite. 

Conjl.  Du  point  D  prisa  volonté  fur 
la  circonférence  ,  tirez  au  centre  E  ck-  au 
point  A,  les  lignes  droites  DE  6k  D  A. 

Démonjl.  Premièrement.  Dans  le  trian- 
gle AED  ,  la  Comme  des  côtés  AE  ck  ED 
n.  114-  eft  plus  grande  que  le  côté  AD  (n).  Or, 
N«  61.  la  ligne  AEC  eft  égale  à  cette  fomme  (n)  , 
puifque  les  lignes  EC  ck  ED  font  égales 
N.  35«  (n).  Donc,  la  ligne  AEC  eft  plus  grande 
que  le  côté  AE). 

Secondement.  Dans  le  triangle  AEd9 
le  côté  EBA  eft  plus  petit  que  la  fomme 
N.  114.  des  autres  côtés  E  d  6k  d  A  (n).  Donc  ,  fi 
du  côté  EBA  on  retranche  le  rayon  EB  , 
ck  de  la  fomme  des  côtés  E  d  ck  dh  le 
rayon  JLd9  le  refte  AB  de  ce  côté  fera 
plus  petit  que  le  refte  A  d  de  cet,te  fomme. 

Or,  la  même  démonftration  fubfifte,  à 
quelque  point  de  la  circonférence  que 
l'on  prenne  le  point  D.  Donc  ,  de  toutes 
les  lignes  droites  qu'il  eft  poftible  de  tirer 
du  point  A  à  cette  circonférence  ,  la 
ligne  AEC  eft  la  plus  grande  ;  ck  la  ligne 
AB  la  plus  petite. 

Par  conséquent ,  C.  Q.  F.  i°D. 

Secondement.  Des  deux  lignes  droites 
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A  F  *  &  AD  qui  font  tirées  à  la  circon-  Fîg.  18. 
férence  du  cercle  X,  d'un  point  A  pris 
hors  de  ce  cercle ,  &C  qui  le  traverfent ,  la 
ligne  AF  qui  eft  la  plus  proche  du  centre  E, 
eft  la  plus  grande. 

Mais,  des  deux  lignes  AF*  ôt  AD  qui  Fîg,  19» 
font  tirées  à  la  circonférence  du  cercle  X , 
d'un  point  A  pris  hors  de  ce  cercle ,  ck 
qui  n'y  entrent  point ,  la  ligne  AF  qui  efl 
la  plus  éloignée  du  centre  E ,  eft  la  plus 
grande, 

Conjl.  Du  centre  E*,  tirez  aux  points  Fîg.  iS, 
F  &  D  ,  les  lignes  droites  EF  &  ED.         &  1?- 

Dèmonfi.  Dans   les  triangles  AEF   8c 
AED  ,  l'angle  AEF  eft  plus   grand  que 
l'angle  AED  (n),  le  côté  EF  eft  égal  auN.  72. 
côté  ED  (n)  ,  &  le  côté  AE ,  eft  commun .  n.  3  y, 
Donc  (n)  ,  le  côté  A  F  eft  plus  grand  que^.  m, 
le  côté  AD. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  20  D. 

Troisièmement.  Enfin,  d'un  point  A*  Fig.  2C, 
pris  hors  du  cercle  X,  on  peut  tirer  à  la  &  «• 
circonférence   deux  lignes   droites  égales 
qui  traverfent  ce  cercle  ;   &   deux  lignes 
droites  égales  qui  n'y  entrent  point  ;  mais  ' 
des  unes  comme  des  autres ,  on  ne  peut  en 
tirer  plus  de  deux. 

Conjl.  Tirez  du  point  A  au  centre  E  , 
la  ligne  droite  AE.  Du  point  Cy  pris  s 
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volonté  fur  la  circonférence ,  tirez  aux 
points  A  6t  E  ,  les  lignes  droites  C A  ck 
N.  119.  CE.  Décrivez  fur  la  ligne  AE  (n) ,  l'angle 
AED  qui  ait  le  point  E  pour  fommet ,  ck. 
foit  égal  à  l'angle  AEC.  Enfin  ,  tirez  du 
point  A  au  point  D,  la  ligne  droite  AD. 

Dimonjl.  Premièrement.  Dans  les  trian- 
gles AED  ck  AEC ,  l'angle  AED  eft  égal 
à  l'angle  AEC  [c] ,  le  côté  ED  au  côté 
n.  35.EC  (n)  ,  &  le  côté  AE  eft  commun.  Donc 
n.  82.  (n) ,  le  côté  AD  eft  égal  au  côté  AC. 

Par  conféquent ,  on  peut  tirer  du  point 

A  à  la  circonférence ,  deux  lignes  droites 

Fig.  20. égales  AC*   ôk  AD  qui  traverfent  le  cer- 

fîg.  21.de;  6c  deux  lignes  droites  égales  AC*  ck 

AD  qui  n'y  entrent  point. 

Secondement.  Toute  ligne  droite  tirée 
Fig.  20  du  point  A*  à  la  circonférence,  qui  fera 
&  2I,plus  près  du  centre  E  que  ne  Yeû  la  ligne 
AD ,  fera  plus  grande  que  cette  ligne  AD 
dans  le  premier  cas  ;  6k  plus  petite  ,  dans 
le  fécond  ;  ck  toute  ligne  droite  tirée  du 
même  point  A  à  la  circonférence  ,  qui 
fera  plus  éloignée  du  centre  E  que  ne  l'eft. 
la  ligne  AD  ,  fera  plus  petite  que  cette 
même  ligne  AD,  dans  le  premier  cas  ;  ck 
plus  grande  ,  dans  le  fécond*  Donc  ,  dans 
Vun  comme  dans  Vautre. cas,  la  ligne  AD  efl 
la  feule  ligne  droite  égale  à  la  ligne  ACy 
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qu'il  foit  poffible  de  tirer  du  point  A  à  la 
circonférence. 

Par  conféquent ,  dans  l'un  comme  dans 
Vautre  cas ,  on  ne  peut  tirer  de  ce  point  à 
la  circonférence  ,  plus  de  deux  lignes  droi- 
tes égales. 

Or ,  la  même  démonflration  fubfi&e  , 
à  quelque  point  de  la  circonférence  que 
Ton  prenne  le  point  C. 

Donc  C.  Q.  F.  30  D. 


PROPOSITION     IX. 

Théorème. 

234.  Un  point  duquel  on  peut  tirer  à  la 
circonférence  d'un  cercle  plus  de  deux 
lignes  droites  égales  _,  &jl  le  centre  de  ce 
cercle. 

ji  les  lignes  droites  AB*,  AC  &  AD^g.  **. 
qui  font  tirées  chacune  du  même  point  A  à 
la  circonférence  du  cercle  X  ,  font  égales, 
ce  point  eft  le  centre  de  ce  cercle. 

Démonjl,  D'un  point  qui  n'efl  pas  le 
centre  d'un  cercle  ,  on  ne  peut  (n)  tirer  à  N.  232* 
la  circonférence  plus  de  deux  lignes  droites 
égales.  Or,  du  point  A  on  peut  tirera  la 
circonférence  du  cercle  X  plus  de  deux       .    < 
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lignes  droites  égales  ;  puifc/ue  les  trois  li- 
gnes AB ,  AC  &  AD  le  font  [h].  Donc, 
ce  point  eft  le  centre  de  ce  cercle. 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    X. 
Théorème. 

235.  La  circonférence  a" un  cercle  ne  peut 
couper  a  plus  de  deux  points  y  celle 

a"un  autre  cercle, 

1 

?îg.  î3-La  circonférence  du  cercle  ABC  *  qui 
coupe  aux  deux  points  B  &  C  celle  du 
cercle  BDC  ,  ne  peut  la  couper  à  un  troi- 
fieme  point. 

Dhnonjh.  Si  la  circonférence  du  cercle 
ABC  pouvoit  couper  à  trois  points  celle 
du  cercle  BDC ,  ces  deux  circonférences 
pourroient  avoir  trois  points  de  commun. 
Ainfî  ,  les  trois  lignes  droites  que  l'on 
pourroit  tirer  du  centre  E  du  cercle  ABC 
à  ces  trois  points,  fe  termineroient  toutes 
trois  &  à  la  circonférence  du  cercle  ABC  , 
6c  à  celle  du  cercle  BDC. 

Mais  fi  ces  lignes  fe  terminoient  toutes 

trois  à  la  circonférence  du  cercle  ABC  , 

N.  35*  elles  fer  oient  égales  (n)  ;  puifqu'elles  fe- 
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roîent  des  rayons  de  ce  cercle.  Donc  ,  du 
point  E ,  (  qui  (n)  n'eft  pas  le  centre  du  N.  230. 
cercle  BDC  ,  puisqu'il  eft  celui  du  cercle 
ABC),  onpourroit  tirer  à  la  circonférence 
de  ce  cercle  BDC  trois  lignes  droites 
égales. 

Or  (n) ,  cela  n'eft  point  pofîible.  Donc,  N.  232. 
la  circonférence  du  cercle  ABC  ne  peut 
couper  à  plus  de  deux  points  celle  du  cer- 
cle BDC. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XL 

Théorème. 

236.  Si  la  circonférence  d'un  cercle  touche 
intérieurement  celle  d'un  autre  cercle  ;  h 
point  auquel  elle  la  touche ,  ejl  dans  la 
même  ligne  droite  que  les  centres  de  ces 
deux  cercles» 


Le  point  B*  auquel  la  circonférence  du  Fig, 
cercle  DBE  touche  intérieurement  celle 
du  cercle  ABC  ,  le  centre  H  du   cercle 
ABC  ,  &  le  centre  du  cercle  DBE,  font 
chacun  dans  une  même  ligne  droite. 

Conjl.  Tirez    du   centre  H  du    cercle 
ABC  au  point  du  contact  B ,  la   ligne 


24. 
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droite  HB.  Du  point  1 5  pris  à  volonté  dans 
le  cercle  DBE  ,  mais  cependant  hors  de 
i  la  ligne  HB  ,  tirez  au  point  B  ,  la  ligne 
droite  IB.  Enfin ,  tirez  du  point  H  par  le 
point  I,  la  ligne  droite  HIC. 

Dcmonjt.  Dans  le  triangle  HIB  ,    la 

femme  des  côtés  HI  6k  IB  eft  plus  grande 

n.  114.  que  le  côté  HB  (n).  Or  ,  ce  côté  HB  eft 

n.  35.  égal  à  la  ligne  HC  (n);  6k  cette  ligne  eft 

n.  72.  plus  grande  que  la  ligne  HE  (n).  Donc  , 

la  fomme  des  côtés  Hî  6k  IB  eft  plus 

grande  que  la  ligne  HE.  Ainfi,  ft  6k  de  cette 

fomme  6k  de  cette  ligne  on  retranche  la 

même  ligne  Hï ,  le  refte  IB  de  cette  fomme 

fera  plus  grand  que  le  refte  IE  de  cette  li- 

n.  66. gne  (n).  Par  conséquent,  le  point  I  n'eft 

N.  3*.  pas  le  centre  du  cercle  DBE  (n). 

Or  ,  la  même  démonftration  fubfifte  , 
à  quelque  point  du  cercle  DBE  que  l'on 
prenne  le  point  I  ,  pourvu  que  ce  foit 
N.  32. hors  de  la  ligne  HB.  Donc  (n),  aucun 
point  du  cercle  DBE ,  pris  hors  de  la  ligne 
HB  ,  ne  peut  être  le  centre  de  ce  cercle, 
Par  conféquent ,  ce  centre  eft  dans  cette 
ligne. 

Mais  [c],  le  point  du  contact  B  ,  6k  le 
centre  H  du  cercle  ABC  font  aufli  dans 
cette  même  ligne. 'Donc  ,  le  point  de  con- 
tact B  ?  le  centre  H  du  cercle  ABC ,  &  le 
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centre  du  cercle  DBE  font  chacun  dans  la 
ligne  droite  HB. 

Par  conféquent  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XII. 

Théorème. 

%yj *  Si  la  circonférence  d'un  cercle  touché 
extérieurement  celle  d'un  autre  cercle  ;  le 
point  auquel  elle  la  touche ,  ejl  dans  la 
même  ligne  droite  que  les  centres  de  ces 
deux  cercles, 

JLe  point  C*  auquel  la  circonférence  duFig,  aj« 
cercle  X  touche  extérieurement  celle  du 
cercle  Y  ,  le  centre  A  du  cercle  X ,   &  le 
centre  du  cercle  Y ,  font  chacun  dans  une 
même  ligne  droite. 

Conjl.  Tirez  du  centre  A  du  cercle  X 
par  le  point  de  contaét,  C  ,  la  ligne  droite 
indéfinie  ACB.  Du  point  D  pris  à  volonté 
dans  le  cercle  Y ,  mais  cependant  hors  de 
la  ligne  ACB  9  tirez  aux  points  A  ck  C  , 
les  lignes  droites  D  A  &c  DC. 

Demonfl.  Dans  le  triangle   ACD  ,  la 
fomme  des  côtés  AC    &c   CD   eft  plus 
grande  que  le  côté  AD  (n).  Donc  ,  fi  de  n.  i\^ 
la  fomme  de  ces  côtés  AC  &L  CD  on  re- 
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tranche  le  rayon  AC  ,  &  du  côté  AD  le 
rayon  AE ,  le  refte  DC  de  cette  fomme 
fera  plus  grand  que  le  refte  DE  de  ce  côté. 

N.  72.  Mais  (n)  ,  ce  refte  DE  eft  plus  grand  que 
la  ligne  DF.  Donc ,  la  ligne  DC  eft  aufli 
plus  grande  que  la  ligne  DF  ;  &  par  con- 

N.  32.  féquent  (n)  ,  le  point  D  n'eft  pas  le  cen- 
tre du  cercle  Y. 

Or,  la  même  démonftration  fubftfte, 
à  quelque  point  du  cercle  Y  que  l'on  prenne 
le  point  D ,  pourvu  que  ce  loit  hors  de  la 

n.  3l« ligne  ACB.  Donc  (n),  aucun  point  du 
cerclé  Y  ,  pris  hors  de  la  ligne  ACB ,  ne 
peut  être  le  centre  de  ce  cercle.  Par  con- 
séquent ,  ce  centre  eft  dans  cette  ligne. 

Mais  [c] ,  le  point  de  contact  C ,  &  le 
centre  À  du  cercle  X ,  font  aufli  dans  cette 
même  ligne.  Donc ,  le  point  de  contact 
C  ,  le  centre  A  du  cercle  X ,  &  le  centre 
du  cercle  Y ,  font  chacun  dans  la  ligne 
droite  ACB. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION     XIII. 

Théorème. 

£38.  Si  la  circonférence  a" un  cercle  touche 
intérieurement  _,  ou  extérieurement  9  celle 
d'un  autre  cercle  _,  elle  ne  la  touche  quà 
un  feul  point, 

Premièrement.  La  circonférence 
du  cercle  FDG  *  ,  qui  touche  intérieure-  Fig.  a*, 
ment  celle  du  cercle  EDB  au  point  D , 
ne  la  touche  qu'à  ce  feul  point. 

Conjl.  Tirez  du  point  de  contact  D  par 
les  centres  C  &  A  ,"  la  ligne  droite  DCA 
(n).  Du  point  B  9  pris  à  volonté  fur  laN.  236. 
circonférence  du  cercle  EDB  3  tirez  aux 
mêmes  centres  C  Se  A ,  les  lignes  droites 
BC  &c  BA. 

Dêmonji.  Dans  le  triangle  ACB  ,  la 
fournie  des  côtés  AC  &  CB  eft  plus  grande 
que  le  côté  AB  (n).  Mais ,  ce  côté  AB  eft  N-  "4. 
égal  à  la  ligne  AD  (n).  Donc  ,  la  fommeN«  3 s» 
des  côtés  AC  ck  CB  eft  plus  grande  que  la 
ligne  AD.  Ainfî  ,  fi  6c  de  cette  fomrne  & 
de  cette  ligne  on  retranche  la  même  ligne 
AC  ,  le  refte  CB  de  cette  fomme  fera  plus 
grand  que  le  refte  CD  de  cette  ligne. 
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Or  ,  la  même  démonftration  fubfifte ,' 
à  quelque  point  de  la  circonférence  du 
cercle  EDB  que  l'on  prenne  le  point  B  ; 
pourvu  que  ce  ne  foit  pas  au  point  de  con- 
ta 61  D.  Donc  ,  la  ligne  CB  fera  toujours 
plus  grande  que  le  rayon  CD  du  cercle 
FDG.  Par  conféquent ,  fon  extrémité  B 
fera  toujours  hors  de  ce  cercle. 

Mais  ,  puifque  le  point  B  eft  toujours 
hors  du  cercle  FDG,  excepté  feulement 
îorfqu'il  eft  pris  fur  le  point  D  ,  la  circon- 
férence de  ce  cercle  ne  peut  toucher  celle 
du  cercle  EDB  qu'à  ce  feul  point  D. 

Donc,C.  Q.  F.  i°  D. 

Secondement.  La  circonférence 
Fig.  27.  du  cercle  Y*  9  qui  touche  extérieurement 
celle  du  cercle  X  au  point  D ,  ne  la  tou- 
che qu'à  ce  feul  point. 

Conjl.  Tirez  par  le  point  de  contaâ;  D 
&.  parles  centres  A  &  C  ,  la  ligne  droite 
N.  237-  ADC  (n).  Du  point  B  ,  pris  à  volonté 
fur  la  circonférence  dv  cercle  X ,  tirez  aux 
mêmes  centres  A  ck  C  ,  les  lignes  droites 
BA  &  BC; 

Dêmonjl.  Dans   le  triangle   ABC  ,  la 
fomme  des  côtés  AB  &  BC  eft  plus  grande 
N.  114. que  le  côté  ADC  (n).  Donc,  fi  de  la 
-fomme  de  ces  côtés  AB  &c  BC  ,  on  retran- 
che le  rayon  AB  ,    ck  du  côté  ADC  le 

rayon 
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rayon  AD  ,  le  refte  CB  de  cette  Tomme 
fera  plus  grand  que  le  refte  CD  de  ce  côté. 

Or  ,  la  même  démonftration  fubfîfte  , 
à  quelque  point  de  la  circonférence  du 
cercle  X  que  l'on  prenne  le  point  B,  pourvu 
que  ce  ne  foit  pas  au  point  de  contact  D. 
Donc  ,  la  ligne  C  B  fera  toujours  plus 
grande  que  le  rayon  CD  du  cercle  Y.  Par 
conféquent,  fon  extrémité  B  fera  toujours 
hors  de  ce  cercle. 

Mais ,  puifque  le  point  B  eft  toujours 
hors  du  cercle  Y  ,  excepté  feulement 
lorfqu'il  eft  pris  fur  le  point  D  ,  la  circon- 
férence de  ce  cercle  ne  peut  toucher  celle 
du  cercle  X  qu'à  ce  feul  point. 

Donc ,  C.  Q.  F.  2°  D. 


PROPOSITION     XIV. 

Théorème. 

239.  Dans  le  cercle,  les  cordes  qui  font 
égales  font  également  éloignées  du  centre; 
&  celles  qui  font  également  éloignées  du 
centre ,  font  égales» 

Premièrement*  Les  cordes  AB*Fig.  2$. 
&£  CD  qui  font  égales ,  font  également 
éloignées  du  centre  É  du  cercle  X. 

Çonjl.  Du  centre  E ,  abaiiïez  (n)  la  per-N.  96 

K 
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pendiculaire  EF  à  la  corde  AB  ;  &  la  per- 
pendiculaire EG  à  la  corde  CD.  Du  même 
centre  E ,  tirez  aux  points  A  ck  C  ,  les  li- 
gnes droites  EA  ck  EC. 

Démonjl.  Les  triangles  AFE  ck  CGE 
font  rectangles  ,  l'un  en  F&  l'autre  en  G 

N.  J7i.[c].  Ainfi  (n) ,  les  quarrés  des  côtés  AF 

ck  FE  font  égaux  au  quarré  de  Phypothé- 

nufe  EA  ;  ek  ceux  des  cotés  CG  ck  GE  le 

font  à  celui  de  Phypothénufe  EC. 

n.  3^ .      Mais  (n)  ,  ces  hypothénufes  font  égales. 

n.  62,  Donc  (n)  ,  les  quarrés  des  cotés  AF  ck  FE 
font  égaux  à  ceux  des  côtés  CG  oc  GE. 
Par  çoTiféquent ,  puifque  les  côtés  AF  ek 
CG,  qui  font  les  moitiés  des  cordes  AB 

N.  iz8.  ck  CD  (n)  ,  font  égaux  [h],  les' côtés  FE 
GE  le  font  auffi. 

H-  %  15.  Or  (n),  ces  côtés  FE  ck  GE  font  les 
diftances  du  centre  E  aux  cordes  AB  ck 
CD.  Donc  ,  ces  cordes  font  également 
éloignées  de  ce  centre. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  i°  D* 

Fîg*  1?.     Secondement.  Les  cordes  AB* 
ck  CD  qui  font  également  éloignées  du 
centre  E  du  cercle  X  ,  font  égales, 
Conjl.  La  même  que  la  précédente. 

Démonjl.  On  démontre  de  la  même 
manière  dont  on  vient  de  le  faire ,  que 
dans  les  triangles  AFE  &  CGE  ?  les  quar* 
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Tes  des  côtés  AF  6k  FE  font  égaux  à  ceux 
des  côtés  C  G  6k  G  E.  Donc  ,  puifque 
les  côtés  FE  6k  GE,  qui  (11)  font  les  dif-N.  21c. 
tances  du  centre  E  aux  cordes  AB  6kCD, 
font  égaux  [h]  ,  les  côtés  AF  6k  CG  le 
font  auflî. 

Or  (n) ,  ces  côtés  AF  6k  CG  font  les  n.  zzS. 
moitiés  des  cordes  AB  6k  CD,  chacun  de 
chacune.   Donc    (  "n  )  ,    ces  cordes  font  n.  67, 
égales. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  20  D. 

mmmmm — *— —  ■  i  i  i    i  '  i  ——I 

PROPOSITION     XV. 

Théorème. 

240.  Dans   le  cercle  9  la  corde  qui  paffe 

par  le  centre  eji  la  plus  grande  ;  &  les 

cordes  qui  font  plus  près  du  centre  ,  font 

plus  grandes  que  celles  qui  en  font  plus 

éloignées. 

.Premièrement.  La  corde  AB-*Fig.  29. 
qui  pafTe  par  le  centre  C  du  cercle  X  ,  eft 
la  plus  grande  que  l'on  puifïe  tirer  dans  ce 
cercle. 

Confl.  Tirez  là  corde  DE  à  volonté  , 
mais  qui  ne  parle  point  par  le  centre  C. 
Du  même  centre  C  ,  tirez  aux  points  D 
&E,  les  lignes  droites  CD  6k  CE. 

Kij 
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n.  33.      Démonjl.  Puifque  (n)  la  corde  AB  eft 

un  diamètre  du  cercle  X  ,  elle  eft  égale  à 

la  Comme  des  côtés  CD  ck  CE  du  triangle 

N-  3f«DCE  (n).  Mais,  la  fomme  de  ces  côtés  eft 

#•  ï^-plus  grande  que  le  côté  DE  (n).  Donc, 

la  corde  AB  eft  aufîi  plus  grande  que  ce 


côté. 


Gr,  la  même  démonftration  iubfifte , 
par  quelque  point  du  cercle  X  que  l'on 
tire  la  corde  DE  ,  pourvu  que  ce  ne  foit 
pas  par  le  centre  C.  Donc ,  la  corde  AB 
qui  [  H  ]  pafTe  par  ce  centre  ,  eft  la  plus 
grande  qu'il  foit  poflible  de  tirer  dans  ce 
cercle. 

Par  çoniequent ,  C.  Q.  F.  i°  D, 

riç.  30.  Secondemen  t.  La  corde  AB  % 
qui  eft  plus  près  que  la  corde  DE  du  centre 
C  du  cercle  X?  eft  plus  grande  que  cette 
corde  DE. 

Conjl.  Tirez  du  centre  C  aux  points  A , 
D  9  E&  B  ?  les  lignes  droites  CÀ  ,  CD  , 
CE  &  CB. 

Dimonft.  Dans  les  triangles  A  C  B  Se 

DCE  ,  l'angle  ACB   eft  plus  grand  que 

n,  72.  l'angle  DCE  (n) ,  le  côté  CA  eftigal  au 

N?  35. côté  CD  (n),  &l  le  côté  CB  au  côté  CE 

n.  3  s-  (n).  Donc ,  le  côté  AB  eft  plus  grandxrue 

H*  121.  le  côté  DE  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  z°  D. 
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PROPOSITION     XVL 

Théorème. 

5.4 1 .  Si  une  ligne  droite  qui  ejl  perpendicu* 
taire  au  diamètre  d'un  cercle  ,  ejl  tirée  de 
Furie  des  extrémités  de  ce  diamètre  :  Pre- 
mièrement ,  cette  extrémité  ejt  le feul point 
que  cette  perpendiculaire  ait  de  commun 
avec  ce  cercle  :  Secondement ,  de  cette 
mime  extrémité,  on  ne  peut  tirer  aucune 
ligne  droite  entre  cette  même  perpendicu» 
laire  &  ce  même  cercle, 

I  REMîérement.  L'extrémité  B.*f% 
du  diamètre  AB  ,  eft  le  feul  point  que  la 
perpendiculaire  BC  à  ce  diamètre  ,  peut 
avoir  de  commun  avec  le  cercle  X. 

Conjl.  Du  point  E  ,  pris  à  volonté  fur 
îa  perpendiculaire  BG ,  mais  qui  fort  ce-- 
pendant  différent  du  point  B  ,   tirez  au 
centre  D  ,  la  ligne  droite  ED. 

Démonjl.  Dans  le  triangle  DEB ,  l'an- 
gle B  eft  droit  [h].  Donc  (n) ,  il  eft  plusN.  I04 
grand  que  l'angle  DEB;   ck  par  confé- 
quent  (n)  ,  le  côté  DE  efï  plus  grand  queN.  m 
le  côté  DB. 

Or  9  la  même  démonilration  fubfîfte  y 

Kiij 
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à  quelque  point  de  la  perpendiculaire 
BC  que  l'on  prenne  le  point  E  ;  pourvu 
que  ce  ne  foit  pas  au  point  B.  Donc ,  le 
côté  DE  fera  toujours  plus  grand  que  le 
rayon  DB  ;  ck  par  conséquent ,  Ton  extré- 
mité E  fera  toujours  hors  du  cercle  X. 

Mais,  puifque  le  point  E  eft  toujours 
hors  de  ce  cercle  ,  excepté  feulement  lors- 
qu'il eft  pris  fur  le  point  B ,  la  perpendicu- 
laire BC  ne  peut  avoir  que  ce  feul  point  B 
de  commun  avec  ce  même  cercle. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°  D. 

pjg. 32.  Secondement.  Du  "point  B*, 
on  ne  peut  tirer  aucune  ligne  droite  entre 
la  perpendiculaire  BC  &  le  cercle  X. 

Conji.  Du  point  B  ,  tirez  entre  le  dia- 
mètre AB  6c  la  perpendiculaire  BC  ,  une 
ligne  droite  quelconque  BF.  Du  centre  D, 
N  96.  abaiffez  (n)  la  perpendiculaire  DE  à  cette 
ligne. 

Démonjl,  Le  triangle  DEB  eft  reclan- 

n.  104.  gle  en  E  [c].  Donc  (n)  ,  l'angle  DEB  eft 
plus  grand  que  l'angle  DBE  ;  .&  par  con- 
séquent ,  le  côté  DB  eft  plus  grand  que  le 

N,  ni.  côté  DE  (n).  Mais,  puifque  le  rayon  DB 
eft  plus  grand  que  le  côté  DE ,  l'extrémité 
E  de  ce  côté  eft  dans  le  cercle  X.  Ainft  ? 
puifque  la  ligne  BF  pafTe  par  cette  extré- 
mité ,  elle  paffe  dans  ce  cercle. 
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Or ,  la  même  démonftration  iubnTte  9 
quelque  près  de  la  perpendiculaire  BC  que 
Ton  tire  la  ligne  BF.  Donc ,  on  ne  peut 
tirer  aucune  ligne  droite  entre  cette  per- 
pendiculaire ck  le  cercle  X. 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  1°  D» 

Corollaire     I. 

242»  Il  fuit  de  la  première  partie  de  ce 
théorème ,  que  fi  une  ligne  droite  qui  eji 
tirée  de  l'une  des  extrémités  du  diamètre 
d'un  cercle  ,  cfi  perpendiculaire  à  ce  même 
diamètre  ?  elle  ejl  tangente  à  ce  cercle  (n).      n.  zi%. 

Corollaire    II. 

243.  Il  fuit  de  ce  corollaire  ,  que  pour 
tirer  d'un  point  donné  fur  la  circonférence 
dun  cercle ,  une  tangente  à  ce  cercle ,  il  faut 
tirer  un  diamètre  qui  fe  termine  à  ce  point  ; 
&  de  ce  même  point ,  élever  une  perpendicu- 
laire à  ce  diamètre  (n).  N>    » 

SCHOLIE. 

244.  V angle  formé  par   une  tangente 
AB*  &  par  un  arc  AC ,  s'appelle  un  an- ?{%..$*. 
gle  de  contingence.  //  ne  peut  être  divifê 

par  aucune  ligne  droite  (n)  ;  mais  il  peut  n.  24  u 
l'être  en  une  infinité  de  parties  9  par  des 

Kiv 
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N.  238.  arcs  AD,  AE  y  &e  (n).  Or  ,  ces  deux  pro- 
priétés oppofées  9  ont  occajionné  aux  phy- 
ficiens  beaucoup  de  raifonnemens  y  dont  au- 
cun nejlfatisfaijant. 

Celui  qui  paroît  avoir  été  le  moins  mal 
reçu  y  prétend  que  les  arcs  AD  ,  AE-,  &c. 
ne  divifent  point  V angle  CAB  ;  mais  qu'ils 
touchent  feulement  la  ligne  AB  en  des  points 
d autant  plus  longs,  que  ces  arcs  font  moins 
courbes. 

On  71e  conçoit  pas  trop  comment  ces  arcs 
peuvent  pafjer  entre  les  côtés  AB  &  AC  de 
V angle  BAC ,  fans  cependant  le  divifer. 
Mais  ,  à  regard  de  toucher  la  ligne  AB  en 
des  points  d'autant  plus  longs  que  ces  arcs 
font  moins  courbes  ;  cela  doit  être  ,  fuivant 
leurs  définitions.  Car ,  leurs  lignes  ayant 
une  largeur  ,  quelque' étroite  quon  veuille  la 
concevoir y  il  efl  évident  que  plus,  deux  de 
leurs  lignes  s*  entre-couperont  obliquement , 
plus  le  point  a" interjection  fera  long.  Or9  il 
en  efl  de  même  du  point  de  contact. 

Les  raifons  de  cette  indivifibilitê  &  de 
cette  divifîbilitê font  cependant  tres-fimples. 
Le  propre  d'une  ligne  droite  efl  d'aller  tou- 
jours directement  d'un  point  à  un  autre. 
Ainfz^  elle  ne  peut  partir  du  point  A  pou- 
pajfer  au  deffous  de  la  tangente  AB  9  fans 
couper  la  convexité  de  Varc  AC.  Une  ligne 
courbe  au  contraire  ,  fe  prête  à  cette  con~ 
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vexité,  &  pajj'e  entre  Varc  &  la  tangente  , 
Jans  toucher  ni  à  Vun  9  ni  à  l'autre. 


PROPOSITION    XVIL 

Problème. 

245.  D'un  point  donné  hors  d'un  cercle  9 
tirer  une  tangente  à  ce  cercle. 


L  faut  tirer  du  point  À  *  pris  hors  du  pig.  34 
cercle  BD ,  une  tangente  à  ce  cercle. 

Conjl.  Tirez  du  point  A  au  centre  C  5 
la  ligne  droite  AC.  Du  même  centre  C  , 
ck  avec  la  ligne  AC  prife  pour  rayon , 
décrivez  le  cercle  AE.  Du  point  B  au- 
quel cette  ligne  AC  coupe  la  circonfé- 
rence du  cercle  BD  ,  élevez  (n)  la  per-  n.  9?. 
pendiculaire  BE  à  cette  même  ligne  AC. 
Du  point  E  auquel  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  circonférence  du  cercle  AE  y 
tirez  au  centre  C  la  ligne  droite  EC. 
Enfin  ,  tirez  du  point  A  au  point  D  ,  au* 
quel  cette  ligne  coupe  la  circonférence 
du  cercle  BD  ,  la  ligne  dfoite  AD. 
Cette  dernière  ligne  fera  la  tangente  de- 
mandée. 

Démonfl.  Dans  les  triangles  CDA  & 
CBE ,  le  coté  CD  eft  égal  au  côté  CB 

Kv 
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tf.  35*  &  le  côté  CA  au  côté  CE  (n),  ck  Fan- 

t*.  82.  gîe  C  eft  commun.   Donc(n),  l'angle 

CDA  eft  égal  à  l'angle  CBE  ;  &  par  con- 

féquent  ?  puisque  le  dernier  eft  un  angle 

droit  [c],  le  premier  en  eft  aufli  un. 

Mais  5  puifque  l'angle  CDA  eft  un  an- 
gle droit,  la  ligne  AD  eft  perpendiculaire 
au  rayon  CD.  Or  [c],  cette  perpendicu- 
laire eft  tirée  de  l'extrémité  D  de  ce 
rayon.  Donc  ,  elle  eft  tangente  au  cercle 
n,  242  BD  (n). 

Par  conféquent  $  C.  Q.  F.  F. 

PROPOSITION    XVIIL 

Théorème. 

2.46.  Si  une  ligne  droite  touche  un  cercle  , 
là  ligne  droite  qui  efl  tirée  du  centre  au 
point  de  contact. 9  eji  perpendiculaire  a 
cette  tangente, 

*îg-  3  5'  La  ligne  droite  AB  *  qui  eft  tirée  du 
centre  À  du  cercle  X  au  point  B ,  auquel 
la. ligne  droite  CD  îe  touche  9  eft  perpen- 
diculaire à  cette  tangente 

Ccn(i.  lirez  du  centre  A  à  un  point 
quelconque  E  de  la  ligne  CD  ,  mais  qui 
foit  cependant  différent  du  point  B  \  la 
Rkrte  droite  ÀE, 
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Dêmonjl.  Si  quelque  ligne  droite  AE 
tirée  du  centre  À  \  mais  différente  de  la 
ligne  A  B  ,  pouvoit  être  perpendiculaire 
à  la  tangente  CD  ,  le  triangle  BAE  feroit 
rectangle  en  E.  Ainli  (n)",  l'angle  AEBn.  104, 
feroit  plus  grand  que  l'angle  A  B  E  ;  ôk- 
par  conféquent  (n)  ,  le  côté  AB  feroit  plusN.  m. 
grand  que  le  côté  AE. 

Or  (n)  ,   cela  ne  peut  point  être  ;  puif-N.  72. 
que  (n)  ce  même  côté  AB  efr.  égal   à  laN.  35. 
partie  AF  du  côté  AE. 

Donc ,  aucune  ligne  droite  tirée  du 
centre  A  ,  mais  différente  de  la  ligne  AB , 
ne  peut  être  perpendiculaire  à  la  tangente 
CD.  Donc ,  la  ligne  AB  eft  perpendicu- 
laire à  cette  tangente. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 


Kvj 
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PROPOSITION    XIX. 

Théorème. 

247»  Si  une  ligne  droite  touche  un  cercle  9 
la  perpendiculaire  à  cette  tangente  9.  qui 
ejl  tirée  du  point  de  contact  y  pajfepar  le 
centre. 


Pig.  36.  U  A  N  S  le  cercle  X  * ,  îa  perpendicu- 
laire AB  à  la  tangente  CD  ,  qui  eit.  tirée 
du  point  de  contact  A  ,  pafTe  par  le  cen- 
tre. 

-Conji.  Du  point  E ,  pris  à  volonté 
hors  de  la  perpendiculaire  AB  ;  tirez  au 
point  A  5  la  ligne  droite  EA. 

Demonjl.  Si  le  point  E  étoit  le  centre 
du  cercle  X  ,   la   ligne  EA  feroit  perpen- 
V,  546. diculaire  à  la  tangente  CD  (n).   Ainfî  , 
l'angle  EAD  feroit  un  angle  droit;   6k 
par  conféquent  ,    il  feroit  égal  à  l'angle 
Ni6.,,BAD  (n).  Mais ,  cela  ne  peut  point  être 
n.  72. 01)"  £*onc  ?   le  point  E  n'efî.  pas  le  cen- 
tre du  cercle  X. 

Or,  la  même  démonflration  fubfifte  % 
à  quelque  point  hors  de  la  perpendicu- 
laire AB  que  l'on  prenne  le  point  E,  Donc^ 
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le  centre  du  cercle  X  eft  dans  cette  per- 
pendiculaire. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XX. 

Théorème. 

248.  V angle  qui  a  fon  fommet  au  centre 

d'un  cercle  9  eji  double  de  celui  qui  a  le 

Jïen  dans    la    circonférence  9    lorf qu'ils 

s'appuient   tous  les   deux  fur  le  même 

arc. 


angle  AEC  *  qui  a  Ton  Commet  E  Fîg.  37 
au  centre  E  du  cercle  X ,  ck  s'appuie  fur  &  3&- 
l'arc   AC,    eft  double   de   l'angle  ABC 
qui  a    fon  fommet  B    dans  la  circonfé- 
rence, ck  s'appuie  fur  le  même  arc  AC, 

Conjl.  Tirez  du  point  B  ,  par  le  centre 
E,  la  ligne  droite  B£D. 

Dhnonft.  L'angle  ÀED  ,    qui  eft  exté- 
rieur au  triangle  AEB  ,  eft  égal  (  n.)  à  laN.  135, 
fomme    des   angles    intérieurs    EAB    ck 
E  B  A   qui  lui  font  oppofés.  Or ,  ces  an- 
gles intérieurs   font  égaux  (  n  )  ,  puifque  n,  84. 
les  côtés  EA  ck  EB  le  (ont  (n).   Donc ,  n.  3^ 
l'angle  AED  eft  double  de  l'angle  ABB. 
Et  par  des  raifons  pareilles ,  l'angle  DEC 
eft  aufîi  double  de  l'angle  DBC. 
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Or ,  puifque  (fig.  37.)  chaque  partie 
AED  &  DEC  de  l'angle  AEC,  eft  dou- 
ble de  chaque  partie  correfpondante  ABD 
&  DBC  de  l'angle  ABC  ,  l'angle  AEC 
eft  aufti  double  de  l'angle  ABC. 

Et  puifque  (fîg.  38.)  l'angle  AED  eft 
double  de  l'angle  ABD,  ck  que,  la  partie 
DEC  du  premier ,  eft  double  de  la  partie 
DBC  du  fécond  ;  l'autre  partie  AEC  du 
même  premier ,  eft  auifi  double  de  l'autre 
partie  ABC  du  même  fécond. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

2.49.  îl  fuit  de  ce  théorème  ,  que  Van- 
gle  qui  a  fort  fommit  dans  la  circonfé- 
rence, d'un  cercle  ,  na  pour  mefure  que  la 
moitié  de  Tare  fur  lequel  il  s'appuie. 
^  |7  L'angle  ABC  *  qui  a  fon  fommet  B 
dans  la  circonférence  du  cercle  X ,  n'a 
"  pour  mefure  que  la  moitié  de  l'arc  A  C 
fur  lequel  il  s'appuie. 

Conjl.  Tirez  du  centre  E  aux  points  Â 

ck  C ,  les  lignes  droites  EA  &  EC. 

Démonfl.  L'angle  AEC  a  pour  mefure 

n.  37.  tout  l'arc  AC  (n).  Or  ,  l'angle  ABCn'eit 

n,  z4s.  que  la  moitié  de  l'angle  AEC  (n).  Donc9 

il  n'a  pour  mefure  que  la  moitié  de  Tare 

AC. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION     XXI. 

Théorème. 

2,  ?  O.    Les  angles  qui  font  dans  h  même 

ferment  (n)  ,  font  égaux.  N.  xs.% 


ES   angles  B  *  &  D  qui  font  dans  le Fjg.  3^ 
même  fegment  ABDC  9  font  égaux. 

Pour  la  demonfiration  3  achevez  le  cer- 
cle X. 

Dèmonft.  Les  angles  B  &  D  ont  cha* 
cun  leur  fommet  dans  la  circonférence 
du  cercle  X  ,  St  s'appuient  chacun  fur  le 
même  arc  AEC.  Ainfî  (n)  ,  ils  ont  cha-N.  249. 
cun  pour  mefure  la  moitié  de  cet  arc.  Or , 
puifque  ces  angles  ont  chacun  la  même 
mefure  ,  ils  font  égaux  (n).  N.  yj% 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 
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1  1  — — — — aat 

PROPOSITION    XXII. 

Théorème» 

2  5 1 .  La  fomme  des  angles  oppofis  d'un 
quadrilatère  infcrit  *j*  dans  un  cercle  , 
ejl  égale  à  celle  de  deux  angles  droits» 

JL  A  fomme  des  angles  oppofés  du  qua- 
drilatère ABCD  qui  eft  infcrit  dans  le 
îîg.  40.  cercle  X  *,  par  exemple  celle  des  angles 
BAD  &  BCD  ,  eft  égale  à  celle  de  deux 
angles  droits. 

Démon jl.  L'angle  BAD  a  pour  mefure 
tf.  249.  la  moitié  de  l'arc  BCD  (n)  ;   ck  l'angle 
BCD  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc 
BAD  (n).  Donc  ,  la  fomme  de  ces  deux 
n.  249.  angles  a  pour  mefure  la  moitié  de  la  cir- 
conférence du  cercle  X. 
N.3S»      Mais  (n)  ,   la   moitié  de  la  circonfé- 
rence d'un   cercle    eft    la    mefure    de  la 
fomme  de  deux  angles  droits.  Donc ,  la 
fomme  des  deux  angles  BAD  &  BCD  9 
oc  celle  de  deux  angles  droits,  ont  cha- 
cune la  même  mefure. 

Par   conféquent  ,     elles    font    égales, 
Donc,  C.  Q,  F.  D. 

j"  Une  figure  eft  infcrite  dans  une  autre  ,  lorfque  tous 
fes  angles  ont  leur  fomme t  dans  la  circonférence  de  cette 
autre, 
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PROPOSITION    XXIII. 

Théorème. 

2J2.  Les  fegmens  de  cercle  qui  ont  la 
même  corde  9  &  font  vers  un  même  côtê3 
ne  font  point  femblables. 

Les  fegmens  de  cercle  ABC  *  5c  ADCFig.  41, 
qui  ont  la  même  corde    AC  ,    &c    font 
vers  le  même  côté  ,  ne  font  point  fem- 
blables. 

Conjï.  Du  point  B  ,  pris  à  volonté  fur 
l'arc  du  plus  grand  fegment  ?  tirez  aux 
points  A  ck  C  ,  les  lignes  droites  BA  Se 
BC.  Du  point  D  auquel  la  ligne  BC 
coupe  l'arc  du  plus  petit  fegment,  tirez 
au  point  A  la  ligne  droite  DA. 

Démonjl,  L'angle  ADC ,  qui  efl:  exté- 
rieur au  triangle  ABD ,  efl:  plus  grand  (n)  n.  ioz. 
que  l'angle  intérieur  B  qui  lui  efl:  oppofé. 
Or,  puifque  l'angle  ADC  ,  qui  efl:  inferit 
dans  le  fegment  ADC  ,  n'eft  point  égal 
à  l'angle  B  qui  efl:  inferit  dans  le  fegment 
ABC  ,  ces  deux  fegmens  ne  font  point 
femblables  (n).  N,  224, 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XXIV. 
Théorème. 

2,53.  Les  fegmens  de  cercle  qui  ont  des  cor~ 
des  égales  ,  &  qui  font  femb labiés  9 
font  égaux i 

Hg.  42.  Les  fegmens  de  cercle  ABC  *  &  DEF 
qui  ont  àes  cordes  égales  AC  ck  DF ,  ck 
qui  font  femblables ,  font  égaux. 

Confl.  Pofez  par  penfée  le  fegment 
ABC  fur  le  fegment  DEF,  de  manière  que 
le  point  A  étant  fur  le  point  D  ,  la  corde 
AC  foit  fur  la  corde  DF. 

Dêmonft.  Le  point  C  tombera  fur  le 
N.  7©.  point  F  (n),  puifque  [h]  la  corde  A_C  eft 
égale  à  la  corde  DF.  Ainfî ,  la  corde  DF 
fera  commune  aux  fegmens  ABC  ck  DEF. 
Par  conféïment,  fi  l'arc  ABC  tomboit,  ou 
au  dellus ,  ou  au  deflbus ,  de  l'arc  DEF  , 
deux  fegmens  de  cercle  qui  auroient  la 
même  corde  DF ,  Ck  feroient  vers  le  même 
côté  ,  pourroient  être  femblables. 
N.  252.  Or  (n)  y  cela  n'efl  point  polïîble.  Donc, 
l'arc  ABC  tombera  fur  l'arc  DEF  ;  ck  par 
conféquent ,  Jes  fegmens  ABC  ck  DEF  fe 
couvriront  réciproquement.  Mais ,  puif- 


Livre    Troisième.     235 

que  ces  fegmens  fe  couvrent  réciproque- 
ment ,  ils  font  égaux  (n).  n.  ^ 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XXV. 

Problême. 

2.54.  Trouver  le  centre  <Ttm  arc  de  cercle 
donné* 

1 L  faut  trouver  le  centre  de  l'arc  de  cer- 
cle CED*.  Fî*43* 

Conji,  Prenez  fur  l'arc  CBD  trois 
points  C  ,  B  ck  D ,  à  volonté.  Tirez  du 
point  B  aux  points  C  &  D,  les  cordes 
BC  ck  BD.  Divifez  (n)  chacune  de  cesN.  93, 
cordes  en  deux  parties  égales  BE  &  EC  , 
BF  ck  FD.  Enfin,  du  point  E,  élevez  (n)N.  95. 
la  perpendiculaire  EA  à  la  corde  BC  ;  ek 
du  point  F,  la  perpendiculaire  FA  à  la 
corde  BD.  Le  point  A  ,  auquel  ces  per- 
pendiculaires fe  rencontrent ,  eft.  le  centre 
demandé. 

Pour  la  dêmonflratlon.  Tirez  du  point 
A  aux  points  C  ,  B  ck  D  ,  les  lignes 
droites  AC ,  AB  ck  AD. 

Démonfl.  Dans  les  triangles  AEC  ck 
AEB  ;  qui  font  rectangles  l'un  6k  l'autre 
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en  E  [c] ,  le  côté  EC  eft  égal  au  côté  EB 
[c]  ,  ck  le  côté  EA  eft  commun.  Donc , 
n.  Sa.  le  côté  AC  eft  égal  au  côté  AB  (n). 

Or,  en  comparant  le  triangle  ÀFB  au 
triangle  AFD  ,  on  démontre  de  la  même 
manière  ,  que  le  côté  AB  eft  égal  au  côté 
AD. 

Donc  ,  on  peut  tirer  du  point  A  à  l'arc 
CED  plus  de  deux  lignes  droites  égales. 
Par  conféquent,  ce  point  eft  le  centre  de 
K.  134  cet  arc  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION    XXVI. 

T  H  É  ORÊME. 

2.55.  Les  angles  égaux  qui  ont  leurs  fom- 
mets  dans  les  circonférences  de  cercles 
égaux  y  s'appuient  fur  des  arcs  égaux. 

Fîg.  44.  Les  arcs  AIC*  &  DKF ,  fur  lefquels 
s'appuient  les  angles  égaux  B  &  DEF,  qui 
ont  leurs  fommets  B  &  E  dans  les  circon- 
férences des  cercles  égaux  G  ck  H  ,  font 
aufti  égaux. 

Conjl.  Tirez  du  point  A  au  point  C  , 
la  ligne  droite.  AC  ;  ck  du  point  D  au 
point  F ,  la  ligne  droite  DF.  Tirez  aufti 
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du  centre  G  aux  points  A  ck  C  ,  les  lignes 
droites  G  A  &  GC  ;  &  du  centre  H  aux 
points  D  &  F ,  les  lignes  droites  HD  &c 
HF. 

Démonfl.  X'angle  B  a  Ton  fommet  dans 
la  circonférence  [h],  l'angle  G  a  le  fien 
au  centre  [c] ,  ôt  ces  deux  angles  s'ap* 
puient  fur  le  même  arc  AIC.  Donc  (n)  ,  n.  24$, 
l'angle  G  eft  double  de  l'angle  B  ;  &  par 
des  raifons  pareilles,  l'angle  H  eft  aufîi 
double  de  l'angle  DEF. 

Mais  ,  puifque  les  angles  B  &  DEF 
font  égaux  [h]  ,  les  angles  G  &  H  le  font 
aufîi  (n).  Ainfi ,  dans  les  triangles  AGCn.  67; 
&  DHF  ,  l'angle  G  eft  égal  à  l'angle  H  , 
le  côté  GA  au  côté  HD  (n)  ,  ck  le  côtéN.  210* 
GC  au  coté  HF.  Donc ,  les  côtés  AC  ôc 
DF  font  égaux  (n).  n.  Si, 

Ainfi  ,  les  fegmens  ABC  &ç  DEF  9  qui 
font  femblables  (n),  [puifque  [h]  les  n.  224. 
angles  B  &  DEF  font  égaux  ] ,  ont  des 
cordes  égales  AC  &  DF.  Donc  ,  ces  feg- 
mens font  égaux  (n).  Par  conféquent ,  fi  m,  2^# 
du  cercle  G  on  retranche  le  fegment  ABC  ; 
Se  du  cercle  H  le  fegment  DEF ,  les  refîes, 
qui  font  les  fegmens  AÏC  &.  DKF ,  font 
aufîi  égaux  (n).  N.  64. 

Mais  ,  puifque  ces  derniers  fegmens  font 
égaux  ,  vk  qu'ils  ont  des  cordes  égales  AC 
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ck  DF  ,  ils  ont  aufîi  des  arcs  égaux  AÎC 
n.  *j3-&  DKF(n). 

Donc,C.Q.  F.  D. 

Corollaire. 

256.  H  fuit.  de. ce  théorème,  que  les 

angles  égaux  ,  qui  ont  leurs  fommets  aux 
centres  de  cercles  égaux  5  s 'appuient  fur  des 
arcs  égaux. 


PROPOSITION     XXVII. 
Théorème. 

257.  Les  angles  qui  ont  leurs  fommets  dans 
les  circonférences  de  cercles  égaux  ,  & 
qui  s'appuient  fur  des  arcs  égaux  y  font 
aujfi  égaux, 

£ig.  44.  J-j  E  S  angles  B  *  &  DEF  qui  ont  leurs 
fommets  B  &  E  dans  les  circonférences 
des  cercles  égaux  G  6k  H  ,  6k  qui  s'ap- 
puient fur  les  arcs  égaux  AIC  6k  DKF  , 
font  au fii  égaux. 

Conjl.  Tirez  du  point  E  -aux  points  L 
6k  M ,  pris  à  volonté  fur  la  circonférence 
du  cercle  H  ,  l'un  au  deffous  du  point  F  6k 
l'autre  au  defîus  ,  les  lignes  droites  EL  6k 
EM. 
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Démonfl.  Si  l'angle  B  n'étoit  point  égal 
à  l'angle  DEF  ,  il  le  feroit  à  quelque  angle 
DEL  plus  petit  que  cet  angle  ;  ou  à  quel- 
que angle  DEM  ,  plus  grand  que  ce  même 
angle. 

Or  ,  l'angle  B  n'en1  point  égal  à  un  an- 
gle DEL  plus  petit  que  l'angle  DEF; 
puifque  s'il  l'étoit,  l'arc  AIC  feroit  égal  à 
l'arc  DKL  (n).  Mais  [h],  le  même  arcN.  25^ 
AIC  eft  auffi  égal  à  l'arc  DKF.  Donc  (n),  n.  62. 
l'arc  DKL  feroit  égal  à  l'arc  DKF.  Ce 
qui  ne  peut  être  (n).  n.  72. 

Et  l'angle  B  n'eft  point  non  plus  égal  à 
un  angle  DEM  plus  grand  que  l'angle  DEF; 
puifque  s'il  l'étoit,  l'arc  AIC  feroit  égal  à 
l'arc  DKM  (n).  Mais  [h],  le  même  arc  N.  *5î 
AIC  eft  auffi  égal  à  l'arc  DKF.  Donc  (n),  n.  62. 
l'arc  DKM  feroit  égal  à  l'arc  DKF.  Ce 
qui  ne  peut  encore  être  (n).  n.  72* 

Donc  ,  i'angle  B  eft  égal  à  l'angle  DEF* 

Par  conféquent,  C.  Q.  F,  D. 

Corollaire. 

258.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  les 
angles  qui  ont  leurs  fommets  aux  centres 
de  cercles  égaux  9  &  qui  s 'appuient  fur  des. 
arcs  égaux  ,  font  auffi  égaux* 
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PROPOSITION    XXVIII. 

Théorème. 

259.  Dans  les  cercles  égaux  ,    /«  cordes 
égales  tendent  des  arcs  égaux. 

Hg.  45..L/ANS  les  cercles  égaux  B*  &E,  les 
arcs  AGC  &c  DHF  qui  font  tendus  par  les 
cordes  égales  AC  &  DF,  font  égaux. 

Confi.  Tirez  du  centre  B  aux  points  A 
&:  C  ,  les  lignes  droites  BA  tk  BC  ;  &  du 
centre  E  aux  points  D  ck  F,  les  lignes 
droites  ED  &  ÉF. 

Démon  fi.   Dans  les  triangles  ABC  &t 

k.  210.  MF,  le  côté  BA  eft  égal  au  côté  ED  (n) , 

n.  a  10.  le  côté  BC  au  côté  EF  (n) ,  &  le  côté  AC 

n.  83.  au  côté  DF  [h].  Donc  (n)  ,  Fangle.B  eft 

égal  à  l'angle  E. 

Or,  puifque  les  angles  B  &  E  ,  qui  [c] 

ont  leurs  fommets  aux  centres  des  cercles 

égaux  B  &  E,  font  égaux,  les  arcs  AGC 

&  DHF,  fur  lefqueis  ces  angles  s'appuient 

N.  aj6.[c]  ,  font  auffi  égaux  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


4p 
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PROPOSITION    XXIX. 

Théorème. 

160»  Dans  les  cercles  égaux 9  les  arcs  égaux 
font  tendus  par  des  cordes  égales, 

JJans  les  cercles  égaux  B*  &  E ,  les  ^v,  ^u 
cordes  AC   ck  DF  qui  tendent  les  arcs 
égaux  AGC  Se  DHF  ,  font  égales. 

Conjl.  La  même  que  la  précédente. 

Démonjl.  Les  angles  B  ck  E  qui  [c] 
ont  leurs  fommets  aux  centres  des  cercles 
égaux  B  &  E,  s'appuient  fur  des  arcs  AGC 
ck  DHF  qui  font  auffi  égaux  [h].  Donc  , 
ces  angles  font  égaux  (n).  Ainfi  5  dans  N  2-* s 
les  triangles  ABC  ck  DEF,  l'angle  B  eft 
égal  à  l'angle  E ,  le  côté  B  A  au  côté  ED, 
ck  le  côté  BC  au  coté  EF  (n).  Donc,  le  N  *« 
côté  AC  eft  égal  au  côté  DF  (n),  N,  8li" 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  D.. 


m 
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PROPOSITION    XXX. 

Problême. 

z6  i .  Divifer  un  arc  de  cercle  en  deux 
parties  égales, 

1 L  faut  divifer  en  deux  parties  égales  , 
rig.  .4**  l'arc  de  cercle  ABC* 

Conjl.  Tirez  de  l'extrémité  A'  de  l'arc 
ABC  à  fon  autre  extrémité  C  9  la  ligne 
N.  93.  droite  AC  ,  Divifez  (  n  )  cette  ligne  en 
j*.  95.  deux  parties  égales  DA  5c  DC.  Enfin  (n), 
élevez  du  point  D  la  perpendiculaire  DB 
à  cette  même  ligne.  Cette  perpendiculaire 
divifera  l'arc  ABC  en  deux  parties  BEA 
êc  BFC,  qui  font  égales. 

Pour  la  démonjlration.  Tirez  du  point 
B  aux  points  A  5c  C ,  les  lignes  droites 
BA  5c  BC. 

Dêmonjl.    Dans  les  triangles  BDA  ck 

BDC,  qui  font  rectangles  l'un  5c  l'autre 

en  D  [c]  ,  le  côté  DA  eft  égal  au  côté 

DC  [c]  ,  &  le    côté  DB  eft  commun, 

K.  82.  Donc  ,  le  côté  BA  eft  égal  au  côté  BC  (n), 

Or,  puifque  les  cordes  BA  5c  BC  font 

%  %»■  égales^  les  areb  BEA  5c  BFC  font  égaux  (n), 

Par  conféquent  ,  C.  Q.  F,  F, 
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Corollaire. 

262.  Il  fuit  de  ce  problême,  que  pour 
divifer  un  arc  de  cercle  en  quatre  parties 
égales  ,  il  faut  commencer  par  le  divifer 
en  deux  parties  égales  ;  &  divifer  enfuite 
chacune  de  ces  deux  parties  égales  ,  en  deux 
autres  qui  le  foient  aujji.  Et  ainji  de  fuite  y 
pour  le  divifer  en  8  ,  en  1 6 ,  en  3  2  ,  &c. 

Mais  à  regard  de  la  divijion  d'un  arc  de 
cercle  en  un  nombre  déterminé  de  parties 
égales  ,  il  en  ejl  de  même  que  de  celle  d'un 
angle  (n°  92).  La  folution  de  Vun  de  ces 
deux  problêmes  donnerait  celle  de  Vautre. 


PROPOSITION     X  X  X  ï. 

Théorème. 

263.  U angle  qui  ejl  inferit  dans  tin  demi- 
cercle  y  ejl  droit  :  celui  qui  ejl  inferit 
dans  un  fegment  plus  grand  qu'un  demi- 
cercle  ,  ejl  aigu  :  enfin  ,  celui  qui  ejl  inf- 
erit dans  un  fegment  plus  petit  quun 
demi^cercle ,  ejl  obtus. 

Premièrement.  L'angle  ABC*Fig.  47> 
qui  eft  inferit  dans  le  demi-cercle  ATBC  , 
eft  un  angle  droit. 

L  ij 
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Confl.  Prolongez  le  côté  CB  vers  N , 
indéfiniment  ;  ck  tirez  du  point  B  au  cen- 
tre O,  la  ligne  droite  BO. 

DémoTtjî.    L'angle  ABN  eft   extérieur 
H.  135.au  triangle  ABC.  Ainfi  (n),  il  eft  égal  à 
la  fomme   des   angles  intérieurs  C  &  A 
N.  84.  qui  lui  font  oppofés.  Mais  (n)  ,  ces  angles 
Ç  ck  A  font  égaux ,  l'un  à  l'angle  OBC  ,. 
N'  35-  ck  l'autre  a  l'angle  OBA;  puifque  (n)  les 
côtés  OC   ck  OB  du  triangle  COB  font 
égaux ,  de  même  que  les  côtés  OA  ck  OB 
M.  6z.  du  triangle  AOB.    Donc  (n),  l'angle 
ABN  eft  égal  à  la  fomme  des  angles  OBC 
N-  72'  ck  OBA";  6k  par  conféquent  (n)  9  à  l'an- 
gle ABC. 

Or  5  puifque  les  angles  ABN  ck  ABC 
font  égaux  ,  la  ligne  AB  eft  perpendicu- 
N,  ip-hire  à  la  ligne  NBC  (n).  Ainfi ,  l'angle 
ABC  eft  un  angle  droit. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  i°  D. 

te  47-  Secondement.  L'angle  EFG*  qui  eft 
infcrit  dans  le  fegment  EQFG  plus  grand 
qu'un  demi-cercle  ,  eft  un  angle  aigu. 

Çonjï.  Tirez  du  point  G  par  le  centre 
P ,  le  diamètre  GQ  ;  ck  du  point  F  au 
point  Q,  la  ligne  droite  FQ. 

Démonjl.  L'angle  EFG  eft  plus  petit  que 

Hf  7i.  l'angle  QFG  (n).  Or ,  l'angle  QFG  eft  un 

angle  droit  [d];-  puifque  le  fegment  QFG 
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dans  lequel  il  eft  infcrit,  eft  un  demi-» 
cercle  [c].  Donc ,  l'angle  EFG  eft  plus 
petit  qu'un  angle  droit.  Par  conféquent*, 
il  eft  un  angle  aigu  (n).  N*  23- 

Donc  ,  C.  Q.  F.  2°  D. 

Troisièmement.  Enfin,  l'angle  ÎKL*  Fïg.  47* 
qui  eft  infcrit  dans  le  fegment  IVKL,  plus 
petit  qu'un   demi- cercle  ,  eft  un   angle 
obtus. 

Conji.  Tirez  du  point  L  par  le  centre 
R ,  le  diamètre  L  S  ;  &  du  point  K  au 
point  S  ,  la  ligne  droite  KS. 

Dêmonjl,  L'angle  IKL  eft  plus  grand 
que  l'angle  SKL  (n).  Or,  l'angle  SKL  n.  72. 
eft  un  angle  droit  [dj  ,  puifque  le  fegment 
SVKL  dans  lequel  il  eft  infcrit  ,  eft  un 
demi- cercle  [e],  Donc,  l'angle  IKL  eft 
plus  grand  qu'un  angle  droit.  Par  confé- 


N. 


quent,  il  eft  un  angle  obtus  (n), 
Donc,  C.  Q.  F.  3°  D. 

S  C  H  O  L  I  E. 

On  démontre  aujji  ce  théorème  9    de  la. 
manière  fuivante. 

Les  angles  ABC*  9  EFG  &  IKL  ont  Ffg.  47, 
pour  mefure  (n)  ,  Vun  ,  la  moitié  de  Parc  N.  249, 
ADC  ,  Vautre  ,  la  moitié  de  l'arc  EHG  ; 
&  le  dernier  ,  la  moitié  de  l'arc  IML.  Or 

Liij 
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\h]  ,  les  moitiés  de  ces  arcs  font  ;  Vune 

le  quart  de  la  circonférence  d'un   cercle  ; 

Vautre ,  moins  que  ce  quart  ;  &  la  dernière  9 

n.  i§,plus  que  ce  même  quart.  Donc  (n)  9  les  an- 

*3&". gles propofés  font  ;  Vun9  un  angle  droit; 

Vautre ,  un  angle  aigu  ;  &  le  dernier,  un 

angle  obtus. 

Far  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 


PROPOSITION     XXXII. 

Th  é  o  rême, 

264.  Dans  le  cercle  9  les  angles  dans  les 

fegmens  ?   &  les  angles  des  fegmens  9 

font  alternativement  •{•  égaux. 


ti%,  48.  I_Ja  N  s  le  cercle  H  *  qui  eft  divifé  par 
la  corde  CD  en  deux  fegmens  CFD  & 
CEGD  :  Premièrement  9  l'angle  E  qui  eft 
dans  le  ferment  CEGD  ,  eft  égal  à  l'angle 
DCA  du  ferment  CFD. 

Confl.  Tirez  du  point  de  contact  C  par 
le  centre  H  9  le  diamètre  CG  ;  &  du  point 
G  au  point  D ,  la  ligne  droite  GY>. 

Dimonfl.  La  îomine  dés  angles  DCA 

n.  -2.  &  DCG ,  eft  égale  à  l'angle  ACG  (n)  , 

■f  C'eft-à-dire ,  que  l'angle  dans  le  fegment  &  l'angle 
du  fegment  doivent  être  pris; l'un,  d'un  côté  de  la  ligne 
,     coupante  j  &  l'autre,  de  l'autre  côté  de  la  même  ligne. 
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qui  eft  un  angle  droit  (n).  Or3  la  fomme  n.  246» 
des  angles  G  &  DCG  eft  aufti  égale  à  un 
angle  droit  (n)  ;  puifquele  triangle  CDG  n.  136 
eft  rectangle  en  D  (n).  Donc  ,  la  fomme  n.  163. 
des  angles  DCA  &  DCG  eft  égale  (n)  Ni  6jL< 
à  celle  des  angles  G  ck  DCG;  Se  par 
conféquent ,  l'angle  G  eft  égal  à  l'angle 
DCA  (n).  n.  64* 

Mais  ,  les  angles  G  &  E  font  égaux 
(n),  puifqu'ils  font  dans  le  même  fegment  n.  150. 
CÉGD.  Donc  ,  l'angle  £  eft  auïïi  égal 
à  l'angle  DCA. 

Secondement ,  l'angle  F  qui  eft  dans  le 
fegment  CFD  ,  eft  égal  à  l'angle  DCB  du 
fegment  CEGD. 

Démonjl.   Les  angles  F  &  E  font  les 
angles  oppofés  du  quadrilatère   FDEC  ; 
ainfi    leur   fomme   eft  égale  à   celle   de 
deux  angles  droits  (n).  Or  ,  la  fomme  des  n.  ^r, 
angles  DCB  &   DCA  eft  aufti  égale  à 
celle  de  deux  angles  droits  (n).  Donc  ,  la  n.  -7. 
fomme  des  angles  F.ck  E  eft  égale  à  celle 
des  angles  DCB  &  DCA  (n).  Mais  [d]  ,  N.  62, 
l'angle  E  eft  égal  à  l'angle  DCA.  Donc  , 
l'angle  F  eft  égal  à  l'angle  DCB. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

265.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  dans 
le  cercle  y  V  angle  du  fegment  a  pour  mefure 

L  iv 
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la  moitié  de  Varc  qui  ejl  tendu  par  la  cordé 
de  ce  ferment, 
îû.  43.      Dans  le  cercle  H*,  l'angle  DCA  a 
pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  DFC  ;  &C 
l'angle  DCB  ,  la  moitié  de  l'arc  DGEC. 

Conjl.  Des  points  F  ck  E ,  pris  à  volonté, 
l'un  dans  l'arc  DFC  ,  &  l'autre  dans  l'arc 
DGEC  ,  tirez  aux  points  D  &  C  ,  les  li- 
gnes droites  FD  Se  FC ,  ED  &  EC. 
Dêmonjl.   l'angle  DCA  eft  égal  à  l'an- 
n.  164-  gle  E  (n).  Or,  l'angle  E  a  pour  mefure  la 
n.  249.  moitié  de  l'arc  DFC  (n).  Donc ,  l'angle 
DCA  a  àuffi  pour  mefure  la  moitié   du 
même  arc. 

Pareillement ,  l'angle  DCB  eft  égal  à 
N.  264.  l'angle  F  (n).  Or ,  l'angle  F  a  pour  mefure 
249.  la  moitié  de  l'arc  DGEC  (n).  Donc,  l'an- 
gle DCB  a  aum*  pour  mefure  la  moitié  du 
même  arc. 

Parconféquentr  C.  Q.  F.  D» 


"T> 
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PROPOSITION    XXXIII. 

Problême. 

166,  Décrire  fur  une  ligne  droite  donnée  9 
un  ferment  de  cercle  ,  qui  foit  capable  *j* 
a" un  angle  donné. 


L  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  AB  %Fig.  491. 
un  fegment  de  cercle  ,  qui  foit  capable  de 
l'angle  C. 

Conjl.  Décrivez  fous  la  ligne  AB  (n)  ,  Nt  %ïa9 
l'angle  BAD  qui  ait  le  point  A  pourfom- 
rnet ,  ck  foit  égal  à  l'angle  C.   Du  même 
point  A  ,  élevez  (n)  la  perpendiculaire  AE  n.  9j» 
à  la  ligne  AD.  Divifez  (n)  la  ligne  AB  en  n.  93* 
deux  parties  égales  AF  &  FB.  Du . point  F? 
élevez  auffi(n)  la  perpendiculaire  FE  à  cette  n.  55, 
même  ligne  AB.  Enfin,  du  point  E9  auquel 
ces  deux  perpendiculaires  fe  rencontrent, 
pris  pour  centre  ,  &  avec  la  ligne  EA  ^ 
prife  pour  rayon,  décrivez  l'arc  AGB.  Le 
fegment  AGB  ,  que  cet  arc  formera  avec 
la  ligne  AB  ,  eft  le  fegment  demandé» 

Pour  la  démonstration.   Achevez  le  cer- 
cle AGBH. 

*j*  Un  fegment  eR  capable,  d'un  ceftain  angle  ,  ÎOîfque 
les  angles  que  l'on  infcrit  dans  ce  fegment  font  égaux  ai- 
es certain  angle» 

L  Y 
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Dimonfl.  La  ligne  AD  eft  tangente  au 
N.  142.  cercle  AGBH  (  n  )  ;  puifque  [  c  ]  elle  eft 
tirée  de   l'extrémité  A  du  rayon  EA  au- 
n.  m.wdzWz  eft  perpendiculaire.  Donc  (n)  , 
'  l'angle  BAD  eft  l'angle  du  fegment  AHB  ; 
N.  264.  &  par  conféquent  (n) ,  il  eft  égal  à  un  an- 
gle quelconque  inicrit   dans  le    fegment 
AGB. 

Mais  [c]  ,  le  même  angle  BAD  eft  aufîï 
égal  à  l'angle  C.  Donc  un  angle  quelcon- 
que infcrit  dans  le  fegment  AGB,  fera  égal 
N.  62.  à  l'angle  C  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     XXX IV. 

P  R  O  BLE  M  E. 

267.  Divlfir  un  cercle  en  deux  fegmens  5 
dont  Vunfoit  capable  d'un  angle  donne, 

Fig.  50.  Il  faut  divifer  le  cercle  X  ,  en  deux 
fegmens  ,  dont  l'un  foit  capable  de  l'an- 
gle E. 

Confia  Du  point  C,  prisa  volonté  fur 

n.  243.1a  circonférence ,  tirez  (n)  la  tangente  AB 
au  cercle  X.  Décrivez  fur  cette  tangente 

n.  "*  (n)  >  l'ange  DCB  qui  ait  le  même  point 
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précédent  C  pour  Commet ,  &  Toit  égal  à 
l'angle  E.  Le  côté  DC  divifera  le  cercle  X, 
comme  il  eft  demandé. 

Dimonft.  L'angle  DCB  eft  l'angle  du  N   ^ 
fegment  CGD  (n).  Ainfî  ,  il  eft  égal  (n)  N.'  264* 
à  un  angle  quelconque  infcrit  dans  le  feg- 
ment CFD.  Mais ,"  le  même  angle  DCB 
eft  auffi  égala  l'angle  E  [c].  Donc  (n)  ,  n.  62. 
un  angle  quelconque  infcrit  dans  le  feg- 
ment CFD  ,  fera  égal  à  l'angle  E. 

Par  conféquent ,   C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     XX  X  V. 

Théorème. 

16$.  Dans  le  cercle  ,  jï  deux  cordes  s 'en- 
trecoupent ,  le  rectangle  des  parties  de 
Vune  ejl  égal  au  rectangle  des  parties  de 
Vautre, 

J3  A  N  S  le  cercle  X  *,  le  reclangle  des  Fig.  51 
parties  AF  &  FB  de  la  corde  AB  ,  eft  égal  *2'  5* 
au  rectangle  des  parties  CF  6k  FD  de  la 
corde  CD. 

Les  cordes  AB  &  CD  pajfent  chacune 
par  le  centre  du  cercle  ;  ou  une  feule  y 
pajje  ,&ejl7  ou  perpendiculaire ,  ou  oblique 

L  vj 
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à  celte  qui  n'y  pajje  point;  ou  enfin  ,  au* 

eune  rfy  pajje. 

Premier    Cas. 

%•  ji«  Lorfque  les  cordes  AB  *  &  CD  paj/ent 
chacune  par  le  centre  F, 

JDémonJl.  Les  parties  ÀF,  FB  ,  CF  & 
n.  s^FD  font  toutes  égales  (n).  Ainfile  rectan- 
gle des  deux  premières  eft  égal  à  celui  des, 
deux  dernières. 

Second    C  a  s. 

ïig*  ys.  Lorfqu  une  feule  des  çprdes  AB*  &  CD % 
par  exemple  la  corde  AB  ,  pajfe  par  le 
centre  E  ;  &  eji  perpendiculaire  à:  l'autre 
corde  CD  qui  rfy  pajje  point, 

Conjl.  Tirez  du  point  C  au  centre  E ,. 
la  ligne  droite  CE. 

Démonjl.  La  ligne  AB   eft  divifée  en 
deux  parties  AF  &  FB  ;  &  le  point  E  eft 
n.  3^.fon  milieu   (n)..  Ainft ,   le  rectangle  de 
ces  deux  parties ,  avec  le  quarré  de  la*  li- 
gne EF,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  E  B 
N.  1S7.  (n)  9  &  Par  conféquent,  à  celui  de  la  li- 
gne EC  ,  puifque  ces  lignes  EB  &  EC  font 
N.  ^.égales  (n)*  Mais,  les  quarrés  des  lignes 
CF  &  EF  font  aurli  égaux  au  quarré  de  la 
ï7i. même  ligne  EC   (n)^  puifque-  le   triangle 
CFE  eft  rectangle  en  F  [h].  Donc  ,  le. 
rectangle  précédent 3  avec  le  quarré  delà 


N 
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ligne  EF  ,  eft  égal  aux  quarrés  des  lignes 

CF  &  EF  (n).  Par  conséquent ,  ce  mêmeN.  62. 

rectangle  eft  égal  au  quatre  de  la  ligne 

CF  (n).  ^  n.  e>4* 

Or ,  le  quarré  de  cette  ligne  CF  eft  la 
même  chofe  que  le  rectangle  des  parties 
CF  &  FD  ;  puifque  ces  parties  font  éga- 
les (n).  Donc,  le  rectangle  des  parties  tf.  228» 
AF  6c  FB,  eft  égal  à  celui  des  parties  CF  ÔC 
FD  f . 

Troisième    Cas. 

Lorsqu'une  feule  des  cordes  AB*  &  CD  y  Fîg.  yj» 
par  exemple  la  corde  AB  ,  pajje  par  le  cen- 
tre E  ;   &  ejl  oblique  à  l'autre  corde  CD  qui 
n'y  pajfe  point» 

Conjl.  Tirez  du  point  D  au  centre  E  , 
la  ligne  droite  DE  ;  &  du  même  centre  E, 
abaiftez  (n)  la  perpendiculaire  EG  à  laN.  y6± 
corde  CD. 

Dêmonfi.  La  ligne  CD  eft  divifée  en 
deux  parties  CF  &c  FD  ;  ck  le  point  G 
eft  Ton  milieu  (n).  Àinfi  y  le  rectangle  de  N.  228, 
ces  deux  parties  ,  avec  le  quarré  de  la  li- 
gne GF  ,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  GD 
(n).  Par  conféquent^  ce  même  redlangle  ,  N.  187, 

•f*  Ce  fécond  cas  eft  celui  que  l'on  nomme  la  propriété 
du  cercle..  On  l'exprime  ordinairement  en  difant  que  dans 
le  cercle,^  le  rectangle,  des  ahçiffes  ejl  égal  au  quarré  dû. 
l'ordonnée*. 
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avec  les  quarrés  des  lignes  GF  ck  GE,  eft 

N.  63.  égal  à  ceux  des  lignes  GD  ck  GE  (n). 

Mais ,  les  quarrés  des  lignes  GF  ck  GE 
font  égaux  au  quarré  de  la  ligne  EF  :  6k 
ceux  des  lignes  GD  ck  GE  le  font  au 
N.  171. quarré  de  la  ligne  ED  (n);  puifque  les 
triangles  E  G  F  ck  E  G  D  font  rectangles 
l'un  6k  l'autre  en  G  [cl.  Donc ,  le  rec- 
tangle précédent ,  avec  le  quarré  de  la  li- 
gne E  F ,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne 

N.  6x.  ED  (n). 

Or,  la  ligne  AB  eft  aufïi  divifée   en 
deux  parties  AF  6k  FB  ;  &  le  point  E  en: 

N.  3f. aufïi  fon  milieu  (n).  Donc  ,  le  rectangle 

de  ces  deux  parties  ,  avec  le  quarré  de  la 

ligne  EF,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  EB 

N.  1S7.  (n)  ;  6k  par  conféquent ,    à  celui  de  la 

même  ligne  précédente  ED  ,  puifque  ces 

n.  3  y.  lignes  EB  6k  ED  font  égales  (n). 

N.  éi.  Donc  (n)  ,  le  rectangle  des  parties  AF 
6k  FB  ,  avec  le  quarré  de  la  ligne  EF  ,  eft 
égal  au  rectangle  des  parties  CF  6k  FD  , 
avec  le  quarré  de  la  même  ligne  EF.  Par 
conféquent ,  ce  premier  rectangle  eft  égal 

N.  64  au  dernier  (n). 

Quatrième    Cas. 

Zi^  54;      Enfin  y  lorfqu  aucune  des  cordes  AB  * 
&  CD  nepaJJ'e  par  le  centre  E, 
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Conjl.  Tirez  par  le  centre  E  6k  par  le 
point  F,  le  diamètre  GH. 

Démonji,  Le  rectangle  des  parties  AF 
&  FB  eft  égal  à  celui  des  parties  GF  6k  FH 
[d]  ;  puifque  la  corde  GH  pafle  par  le 
centre  E  [c].  Or,  par  la  même  raifon  , 
le  rectangle  des  parties  CF  6k  FD  eft  aufti 
égal  à  celui  des  mêmes  parties  GF  6k  FH. 
Donc ,  le  rectangle  des  parties  AF  6k  FB, 
eft  égal  à  celui  des  parties  CF  ck  FD  (n).    n.  62. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  **. 

269.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  dans 
le  cercle  ,  Ji  une  corde  eji  divifée  en  deux 
parties  quelconques  9  le  rectangle  de  ces  deux 
parties,  avec  le  quarré  de  la  dijlance  du 
point  défection  au  centre  9  ejl  égal  au  quarré 
du  rayon  de  ce  même  cercle. 

Le  rectangle  des  parties  CF  *  6k  FD  deFig.  54, 
la  corde  CD ,  avec  le  quarré  de  la  diftance 
FE  du  point  de  fection  F  au  centre  E ,  eft 
égal  au  quarré  du  rayon  EH. 

Conjl.  Tirez  par  le  point  de  fection  F 
le  diamètre  HEG. 

Démonji,  Puifque  les  cordes  CD  6k  GH 
s'entrecoupent  au  point  F  ,  le  rectangle 
des  parties  CF  6k  FD  de  la  première,  eft 
égal  à  celui  des  parties  GF  6k  FH  de  la 
féconde  (n),  Or,  le  rectangle  de  ces  deuxN.268. 
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dernières  parties  ,  avec  le  quarré  de  leur 
demi- différence  FE,  eft  égal  au  quarré  du 

n.  187. rayon  EH  (n).  Donc,  le  rectangle  des 
parties  CF  &  FD ,  avec  le  quarré  de  la 
de  mi- différence  FE,  eft  égal  au  quarré 

N.  62.  du  rayon  EH  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XXXVI. 

Théorème. 

270.  Si  de  deux  lignes  droites  qui  font  ti- 
rées d'un  même  point  hors  d'un  cercle  à 
la  circonférence  de  ce  même  cercle  ,  l'une 
le  coupe  &  r autre  le  touche  ;  le  re&angle 
fait  de  la  fêcante  &  de  fa  partie  exté- 
rieure ,  eji  égal  au  quarré  de  la  tangente. 

Fig.  55  L  E  rectangle  de  la  fécante  ÀC  *  &  de  fa 
&  *6,  partie  extérieure  AD  ,  eft  égal  au  quarré 
de  la  tangente  AB. 

La  fêcante  AC  paffe  par  le  centre  du  cer*> 
de  y  ou  elle  n  y  paffe  point* 

Premier     Cas. 

Fig.  55.      Lorfque  la  fêcante  AC  *  pajfe  par  le  cen- 
tre E* 
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Confl,  Tirez  du  centre  E  au  point  de 
contacl  B  ,  la  ligne  droite  EB. 

Démonjl»  La  ligne  A  C  eft  divifée  en 
deux  parties  AD  ck  DC,  ck  le  point  E 
eft  le  milieu  de  la  partie  DC  (n).  Donc  ,N.  35. 
le  reclangle  des  lignes  AC  ck  AD  ,  avec 
le  quarré  de  la  ligne  E  D  ,  eft  égal  au 
quarré  de  la  ligne  EA.  N«  19^» 

Mais ,  les  quarrés  des  lignes  AB  ck  EB 
font  aufli  égaux  au  quarré  de  la  même  li- 
gne EA  (n)  ;  puifque  le  triangle  ABE  eft  n.  171. 
rectangle  en  B  (n).  .  n.  446. 

Donc  ,  le  rectangle  précédent  5  avec  le 
quarré  de  la  ligne  ED,  eft  égal  aux  quarrés 
des  lignes  AB  ck  EB  (n).  Par  conféquent ,  N.  6t* 
puifque  les  lignes  ED  ck  EB  font  égales 
(n)  ,  ce  rectangle  eft  égal  au  quarré  de  laN.  3?. 
ligne  AB  (n).  n.  64. 

Second    Cas. 

Lorfque  la  fêcantc  AC *  ne  pajje  point  Fig.  56* 
par  le  centre  E. 

Conjl.  Tirez,  du  centre  E  aux  points 
A ,  D  ck  B  ,  les  lignes  droites  EA  ,  ED 
ck  EB.  Du  même  centre  E,  abaitfez  (n)N.  96. 
la  perpendiculaire  EF  à  la  corde  DC. 

Démonjl.  La  ligne  AC  eft  divifée  en 
deux  parties  au  point  D  ,  6k  le  point  F  eft 
le  milieu  delà  partie  DC  (n).  Donc  ,   leN.  22$. 
rectangle  des  lignes  AC  ck  AD ,  avec  le 
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quarré  de  la  ligne  DF  ,  eft  égal  au  quârré. 
N.  190.de  la  ligne  AF  (n).  Par  conféquent ,  ce 
même  rectangle  ,  avec  les  quarrés  des  li- 
gnes DFck  FE  ,  eft  égal  à  ceux  des  lignes 
N.  63.  AF-&  FE  (n). 

Mais ,  les  quarrés  des  lignes  DF  &  FE 
font  égaux  au  quarré  de  la  ligne  ED:& 
ceux  des  lignes  AF  &  FE  le  font  au  quarré 
N.  îy^'de  la  ligne  EA  (n));  puifque  les  trian- 
gles DFE  ck  AFE  font  rectangles  l'un  & 
l'antre  en  F  [c].  Donc ,  le  rectangle  pré- 
cédent ,  avec  le  quarré  de  la  ligne  ED  , 
N.  61.  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  EA  (  n  ). 

Or,  les  quarrés  des  lignes  AB  &  EB 
font  aufli  égaux  au  quarré  de  la  même 
n.  171.  ligne  EA  (n)  ;  puifque  le  triangle  ABE  eft 
n.  i4*. rectangle  en  B  (n).  Donc  ,  le  même  rec- 
tangle précédent ,  avec  le  quarré  de  la  li- 
gne ED ,  eft  égal  aux  quarrés  des  lignes 
n.  62.  aB  ck  EB  (n),  Par  conféquent,  puifque 
n»  35*  les  lignes  ED  &  EB  font  égales  (n), 
ce  rectangle  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne 
n.  64  AB  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

271.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  Jî 
plufieurs  lignes  droites  qui  font  tirées  d'un 
même  point  hors  d'un  cercle  9  à  la  circonfé- 
rence de  ce  même  cercle  3  le  coupent  ;  les  rec- 
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tangles  faits  de  ces  lignes  &  de  leurs  par- 
ties extérieures  ,  chacun  de  chacune  9  font 
égaux. 

Le  re&angle  de  la  fécante  AB  *  &  de  Fig.  57; 
fa  partie  extérieure  AE  ,  eft  égal  au  rectan- 
gle de  la  fécante  AC  6k  de  fa  partie  exté- 
rieure A  F. 

Confl.  Du  point  A  ,  tirez  (n)  la  tan-  N.  245, 
gente  AD  au  cercle  X. 

Dirnonjl.  Le  rectangle  de  la  fécante 
AB.&  de  fa  partie  extérieure  AE;  6k 
celui  de  la  fécante  A  C  6k  de  fa  partie  exté- 
rieure AF  ,  font  égaux  l'un  6k  l'autre  au 
quarré  de  la  même  tangente  AD  (n).Nf  2^0# 
Donc  ,  ils  le  font  aufli  entr'eux  Çn).  N.^62. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

C  OR  OLLAIRE    IL 

2.72.  Il  fuit  aufïi    de  ce  même  théo- 
rème, que  les  tangentes  à  un  cercle ,   qui 
font  tirées  d'un  même  point  ?  font  égales. 

Les  tangentes  AB  *  6k  AC  font  égales.  F;gj  j$. 

Confl.  Tirez  du  point  A  une  fécante 
quelconque  AD. 

Démonfi,  Le  quarré  de  la  tangente  AB 
6k  celui  de  la  tangente  AC  font  égaux 
l'un  6k  l'autre  ,  au  rectangle  de  la  fécante 
AD  &  de  fa  partie  extérieure  AE  (n).N.  z7o, 
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62.  Donc,  ils  font  auffi  égaux  entr'eux  (n).  Par 
conféquent ,  ces  tangentes  font  égales. 
Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire   III. 

±73.  Enfin,  il  fuit  de  ce  corollaire  * 
que  d'un  même  point  on  ne  peut  tirer  plus 
de  deux  tangentes  au  même  cercle, 

Fïg.  58.  D'un  point  A  *  ,  on  ne  peut  tirer  plus 
de  deux  tangentes  au  cercle  X. 

Démonjî.  S'il  étoit  pofîible  de  tirer  d'un 
point  À  plus  de  deux  tangentes  au  cercle 
X ,  on  pourroit,  d'un  point  pris  hors  d'un 
cercle  ,  tirer  à  la  circonférence  plus  de 
deux  lignes  droites  égales  ;  puifque  les 
tangentes  qui  font  tirées  d'un  même  point 

N,  272- font  égales  (n).  Or  ,  d'un  point  pris  hors 
d'un  cercle  ,  on  ne  peut  tirer  à  la  circon- 
férence plus  de  deux  lignes  droites  égales 

N.  233.  (n).  Donc  ,  il  eft  impoilible  de  tirer  d'un 
point  A  plus  de  deux  tangentes  au  cer- 
cle X. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

17  4.  On  peut  fe  fervir  de  ce  théorème  ^ 
de  la  manière  fuivante ,  pour  mefurer  le  dia- 
Fig.  59.  mètre  d'un  cercle  X*  dans  lequel  on  ne  peut 
point  entrer. 

On  prend  hors  du  cercle  propofé  9  un  point 
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A  à  volonté.  De  ce  point  9  on  tire  ,  foit  avec 
des  cordes  9  foit  autrement ,  deux  tangentes 
AB  &  AC  à  ce  même  cercle,  On  divife  enfuite 
en  deux  parties  égales  B  AD  &  C A  D  9 
V angle  BAC  formé  par  ces  deux  tangentes 
(n).  Enfin ,  on  mefure  Vune  de  ces  mêmes  N.  $o» 
tangentes  9  par  exemple  la  tangente  AB  ; 
&  la  ligne  AD  ,  qui ,  Jl  elle  êtoit  prolongée 9 
pajferoit  par  le  centre  (n).  N.  233. 

Or  9  le  rectangle  de  lafêcante  AE  &  de 
fa  partie  extérieure  AD  efl  connu  ;  puif qu'il 
efl  égal  (n)  au  quarrê  de  la  tangente  AB  n.  270. 
que  Von  vient  de  mefurer,  La  partie  AD 
efl  auffi  connue  9  puif  que  Von  vient  aujfî  de 
la  mefurer,  Alnji ,  Von  divife  par  la  va- 
leur de  cette  partie  9  celle  du  quarrê  de  cette 
tangente  ;  &  le  quotient  gjî  la  valeur  de  la 
fêcante  ÂE, 

Enfin  9  lorfque  Von  a  trouvé  cette  valeur ', 
on  en  retranche  celle  de  cette  même  partie 
AD  ;  &  le  rejle  DE  efl  la  valeur  du  dia- 
mètre demandé. 

Donc  y  C.  Q.  F,  F, 


161    les  Elémens  d'Euclide. 

LPRO  POSITION     XXXVII. 
Théorème. 

275.  Si  deux  lignes  droites  ,  qui  font  ti-, 
rées  d'un  même  point  hors  d'un  cercle 
à  la  circonférence  ,  font  telles  que  le  rec- 
tangle fait  de  l'une  &  de  fa  partie  exté- 
rieure, f  oit  égal  au  quatre  de  Vautre ,  cette 
autre  efl  tangente  à  ce  cercle. 

Fig.  60.  ,5 1  le  rectangle  de  la  fécante  AC  *  & 
dç  fa  partie  extérieure  A  D ,  eft  égal  au 
quarré  de  la  ligne  AB_,  cette  ligne  AB  eft 
tangente  au  cercle  X. 

n.  24f«  Confl.  Tirez  du  point  À  (n) ,  la  tan- 
gente A  F  au  cercle  X.  Tirez  aufîi  du 
même  point  A  au  centre  E  ,  la  ligne  droite 
AE. 

Démonjl.  Le  rectangle  de    la   fécante 
A C  ck  de  fa  partie  extérieure  AD,  eft 

N.  27e. égal  au  quarré  de  la  tangente  AF  (n).  Or, 
le  même  rectangle  eft  aufti  égal  au  quarré 
de  la  ligne  AB  [h].  Donc,  le  quarré  de 
cette  tangente  &  celui  de  cette  ligne,  font 

n.  62. égaux  (n)  ;  ck  par  conféquent,  ces  deux 
ligne*  font  égales. 

Ali  î ,   dans  les  triangles  AEB  &  AEF, 
h  (légal  aucôtéAF[D],  le  côté 
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EB  au  côté  EF  (n)  ,  &  le  côté  AE  eft  N.35. 
commun.  Donc,  l'angle  B  eft  égal  à  l'an- 
gle F  (n)  ;  &  par  conféquent ,  puifque  le  N.  88. 
dernier  eft  un  angle  droit  (n)  ,  le  premier  N.  246. 
en  eft  au  fil  un. 

Or ,  puifque  l'angle  B  eft  un  angle  droit, 
la  ligne  AB  eft  perpendiculaire  au  rayon 
EB.  Donc  ,  puifqu'elle  eft  tirée  de  l'extré- 
mité B  de  ce  rayon  [c]  ,  elle  eft  tangente 
au  cercle  X  (n).  N-  242, 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


LES 


LES  É LÉ  MENS 
D'EUCLI 


LIVRE    QUATRIEME. 

J2i  U  C  L I D  E  commence  ce  Livre  par 
déterminer  les  conditions  que  des  figures 
doivent  avoir  9  afin  que  l'on  puijfe  dire  des 
unes  9  qu  elles  font  inferiies  dans  les  autres  ; 
&  des  autres  ,  au  contraire  5  qu  elles  font 
circonferites  aux  premières.  Il  donne  enfuiu 
la  manière  a"  inferire  dans  le  cercle  &  de  cir~ 
conferire  au  cercle  ^  un  triangle  équiangle  a 
un  autre  j,  &  défaire  la  même  chofe  à  l'égard 
de  tous  les  polygones  réguliers  primitifs  qu'il 
ejl  poffible  d'y  inferire  ou  de  lui  circonferire 
géométriquement.  Enfin  ,  il  enfeigne  ce  que 
Von  doit  faire  9  tant  pour  inferire  le  cercle 
dans  un  triangle  &  dans  ces  fortes  depoly* 
gones  ,  que  pour  le  leur  circonferire, 

M 
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DÉFINITIONS. 

%l6.  /^\  N  dit  d'une  figure  rectiligne, 
\^/  qu'elle  eu.  infcrite  dans  une  au- 
tre ,  lorfque  chaque  angle  de  cette  figure 
a  fon  fommet  dans  la  circonférence  de 
cette  autre. 
Fig.  r.  La  figure  ABCD*  ejl  infente  dans  la 
figure  EFGH. 

277.  On  dit  -d'une  figure  recliligne , 
qu'elle  eft  circonferite  à  une  autre  ,  lorfque 
chaque  côté  de  cette  figure  pafle  par  le 
fommet  de  chaque  angle  de  cette  autre. 

Fig#  u      La  figure  EFGH*  ejl  circonferite  à  la 
'figure  ABCD. 

278.  On  dit  d'une  figure  re&iligne  ," 
qu'elle  eft  circonferite  à  un  cercle ,  lorf- 
que chaque  côté  de  cette  figure  touche 
ce  cercle, 

Fig.  3.      L*  fi§ure  4BÇD  *  ejl  circonferite  au 
cercle  X9 

2.79,  On  dit  d'un  cercle ,  qu'il  eûinfi* 
eût  dans  une  figure  re&iligne  ,   lorfqu'il 
touche  chaque  côté  de  cette  figure. 
fia  3       Le  cercle  X*  ejl  inferjt  dans  la  figure 
"'    4BÇB, 
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280.  On  dit  d'un  cercle  ,  qu'il  eft  cir- 
confcrit  à  une  figure  re  cl:  il  igné,  lorfque  la 
circonférence  de  ce  cercle  paffe  par  le  fom- 
met  de  chaque  angle  de  cette  figure. 

Le  cercle  X*  ejl  circonfcrit  à  la  figure  fy>  z. 
ABCD. 

28 1 .  On  dit  d'une  ligne  droite  ,  qu'elle 
eft  infcrite  dans  un  cercle  ,  lorfqu'elie  Te 
termine  de  part  ck  d'autre ,  à  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle. 

Les  lignes  droites  AB  *  9  BC  9  AD  &  Fig.  2; 
DC  y  font  inscrites  dans  le  cercle  X, 

282.  Enfin,  on  dit  que  des  figures  font 
régulières  9  lorfque  tous  leurs  côtés  font 
égaux  ;  &  que  tous  leurs  angles  le  font 
aufïu 


Mi) 
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PROPOSITION    I. 

Problême. 

2.B3 .  Infcrire  dans  un  cercle  donné  ,  une  tir 

gne  droite  qui  foit  égale  a  une  ligne  droite 

donnée  ;  pourvu  cependant  que  cette  ligne 

donnée ,  ne  foit  pas  plus  grande  que  le 

N.  240.      diamètre  de  ce  cercle  (n). 

pig.  4.  IL  faut  infcrire  dans  le  cercle  BECF  *  , 
une  ligne  droite  qui  foit  égale  à  la  ligne 
droite  A. 

Conjl.  Prenez  fur  la  circonférence  du 
cercle  propofé ,  un  point  B  à  volonté.  De 
ce  point ,  pris  pour  centre  ,  &  avec  un 
rayon  égal  à  la  ligne  A ,  décrivez  l'arc 
de  cercle  F  E  G.  Enfin  ,  tirez  du  même 
point  B  au  point  E  ,  ou  F ,  la  ligne  droite 
BE  y  ou  BF.  Elle  fera  la  ligne  demandée. 

Dérnonjl.  Le  rayon  du  cercle  FEG  eft 
égal  à  la  ligne  A  [c].  Or  ,  la  ligne  BE  eft 
un  rayon  de  ce  cercle  [c].  Donc  ,  elle  eil 
n.  35.  égale  à  la  ligne  A  (n).  D'ailleurs ,  elle  eft 
N,  aSi.infcrite  dans  le  cercle  BECF  (n);  puis- 
qu'elle fe  termine  de  part  &  d'autre  5  à  la 
circonférence  de  ce  cercle  [c]. 

Par  conféquent  ?  C.  Q,  F.  F, 
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PROPOSITION    IL 

Problême* 

284.  Infcrlre  dans  un  cercle  donne,  un 
triangle  qui  foit  équiangle  *J*  à  un  trian<* 
gle  donné, 

I  L  faut  infcrire  dans  le  cercle  EGH  *  ^  Fîg.  u 
un  triangle -qui  foit  équiangle  au  triangle 
ABC. 

Conjl.  D'un  point  E  ,  pris  à  volonté 
fur  la  circonférence  ,  tirez  (n)  la  tangente  n.  243, 
DF  au  cercle  propofé.  Décrivez  fur  cette 
tangente  (n)  ,  l'angle  DEG  qui  ait  le  point  n.  119, 
de  contact  E  pour  fommet ,  &c  foit  égal  à 
l'angle  A  ;  ck  l'angle  FEFI  qui  ait  le  même 
point  E  pour  fommet ,  Ô£  foit  égal  à  l'an- 
gle C.  Enfin  ,  tirez  du  point  G  au  point  H, 
la  corde  GH.  Le  triangle  GEH  que  cette 
corde  forme  avec  les  cordes  EG  &  EH9 
eft  le  triangle  demandé. 

Démonjl.  L'angle  H  qui  eft  dans  le  Ceg- 
mentGHE  ,  eftégal  à  l'angle  DEG  du 
ferment EKG  (n).  Or,  l'angle  Aeft  aufTiN.  264, 
égal  au  même  angle  DEG  [c].  Donc, 
l'angle  H  eft  égal  à  l'angle  A  (n).  N<  6i} 

{*  On  appelle  triangles  équiangks,  ceux  qui  ont  leurs 
angles  égaux ,  chacun  à  chacun, 

Miij 
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Pareillement ,  l'angle  G  qui  eft   dans 

le  fegment  EGH  ,  eft  égal  à  l'angle  FEH 

n.  264.  du  fegment  EÏH  (n).  Or ,  l'angle  C  eft 

aufîi  égal  au  même  angle  FEH  [g].  Donc, 

N,  62.  l'angle  G  en1  égal  à  l'angle  C  (n). 

Ainfi  ,  le  triangle  GEH  eft  équiangle 

n.  iî7.  au  triangle  ABC  (n).  D'ailleurs,    il   eft 

3N.  276,  infcrit  dans  le  cercle  EGH  (n)  %  puifque 

tous  fes  angles  ont  leurs  fommets  dans  la 

circonférence  de  ce  cercle  [c]. 

Par  conféquent  ,  C.  Q.  F,  F. 

S  C  H  O  L  I  E. 

285.    On  auroit  pareillement  refolu  es 

c  a 

•H 

...igleB. 

Cejl  fur  ce  problême  &  fur  la  quatrième 

proportion  du  Jîxieme  livre  9   que  toute  la 

Trigonométrie  devroit  être  fondée. 
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PROPOSITION    III. 

Problême» 

±86.  Circonfcrire  à  un  cercle  donné  9  un 
triangle  qui  foit  équiangle  à  un  triant 
gle  donné, 

I L  faut  circonfcrire  au    cercle  D  E  F  * ,  Hg,  \k 
un  triangle  qui  foit  équiangle  au  triangle 
ABC. 

Conjl.  Prolongez  indéfiniment  de  part 
&t  d'autre  ,  l'un  des  côtés  du  triangle 
ABC  ,  par  exemple  le  côté  AC.  Tirez  le 
rayon  GF ,  à  volonté.  Décrivez  fur  ce 
rayon  (n)  l'angle  FGE  qui  ait  le  centre  n.  119. 
G  pour  fomrnet  ,  &  foit  égal  à  l'angle 
BCM;  &  l'angle  FGD  qui  ait  auffi  le 
même  centre  G  pour  fommet ,  ck  foit  égal 
à  l'angle  BAL.  Enfin  (n)  ,  élevez  du  point  n.  $jé 
F  ,  la  perpendiculaire  HK  au  rayon  GF  ; 
du  point  E ,  la  perpendiculaire  IK  au  rayon 
GE  ;  ck  du  point  D  ,  la  perpendiculaire 
IH  au  rayon  GD.  Ces  perpendiculaires 
forment  un  triangle  HIK  ,  qui  eft  le  trian- 
gle demandé. 

Démonft.  Les  angles  GFK&GEK 
font  deux  angles  droits  [c].  Ainfi ,  puis- 
que la  fomme  de  tous  les  angles  d'un  qua~ 

M  iv 
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drilatere  eft  égale  à  celle  de  quatre  angles 

n.  140.  droits  (n)  ,  la  fomme  des  angles  FGE  & 

K  eft  égaie  à  celle  de  deux  arides  droits. 

Mais .  la  fomme  des  angles  BCM  & 

BCA ,  eft  au  m*  égale  à  celle  de  deux  an- 

n   97.  gles  droits  (n).  Donc,  la  fomme  des  angles 

FGE  ck  Keft  égale  à  celle  des  angles  BCM 

N.  6t.  $c  BCA   (n).   Par  conféquent  .,    puifque 

les  angles  FGE  &  BCM  font  égaux  [c], 

n,  64.  les  angles  K  &  BCA  le  font  aum*  (n). 

Or,  on  démontre  delà  même  manière, 

que  l'angle  H   en1  égala  l'angle  BAC» 

Ainfi ,  le  triangle  HIK  eft  équiangle  au 

N-  137.  triangle  ABC  (n).  D'ailleurs,  il  eft  cir- 

N-  278-confcrit  au  cercle  DEF  (n)  ,  puifque  tous 

n.  141.  les  côtés  touchent  ce  cercle  (n). 

Par  conféquent ,  C»  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     IV. 

Problême. 

l2j.  Infcrire  un  cercle  ,  dans  un  triangle 
donné. 


L  faut  infcfire  un  cercle  dans  le  trian- 

Fig.-.gleABC*. 

N.  00.  Confi.  Divifez  (n)  deux  des  angles  du 
triangle  propofé  ,  par  exemple ,  les  angles 
A~~&  C  ,  chacun  en  deux  parties  égales 
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BAB  &  DAC,  DCB  &  DCA.  Du  point 
D ,  auquel  les  lignes  D A  &DC  fe  rencon- 
trent ,  abaiffez  (n)  la  perpendiculaire  DGN*  9^» 
au  côté  AC.  Enfin ,  du  même  point  D  , 
pris  pour  centre  ,  8*  avec  cette  perpen- 
diculaire prife  pour  rayon  ,  décrivez  le 
cercle  EGF  :  il  fera  le  cercle  demandé. 

Pour  la  dêmonjlration.   AbairTez  (n)  du  N.  $6* 
même  point  D  ,  la  perpendiculaire  DE  au 
coté  AB  ;   ck  la  perpendiculaire  DF  au 
côté  BC. 

Démonji.  Dans  les  triangles  DAE  & 
DAG  ,  qui  font  rectangles  l'un  en  E  &£ 
l'autre  en  G  ,  l'angle  DAB  eft  égal  à  l'an- 
gle DAC  [c]  ,  &  le  côté  DA  eft  com- 
mun. Ainfi  9  les  perpendiculaires  DE  & 
DG  font  égales  (n).  N.  iaj« 

Or  ,  on  démontre  de  la  même  manière, 
l'égalité  des  perpendiculaires  DF  ôc  DG. 
Donc,  puifqne  [c]  cette  dernière  eft  un 
rayon  du  cercle  EGF,  les  deux  autres 
DE  &  DF  font  auffi  des  rayons  du  même 
Cercle  (n),  n,  $j. 

Mais  [  C  ] ,  tous  les  côtés  du  triangle 
ABC  paiïent  parles  extrémités  G,  E  & 
F  de  ces  rayons  ;  ck  font  perpendiculaires 
à  ces  mêmes  rayons.  Donc ,  le  cercle  EGF 
touche  tous  les  côtés  de  ce  triangle  (n);N.  241, 
ÔC  par  conféquent ,  il  y  eft  infcrit  (n).       n.  27% 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F, 

M  v 
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PROPOSITION    V. 

Problème. 

288.  Clrconfcrire  un  cercle  9  à  un  triangle 
donne, 

I L  faut  clrconfcrire  un  cercle ,  au  trian- 
Fig.8.  gleABC*. 

N»  93*  Confl,  Divifez(n)  deux  des  côtés  du 
triangle  prop©fé  ,  par  exemple  ,  les  côtés 
AB  &  AC  ,  chacun  en  deux  parties  éga- 
les AD  &  DB  ;  AE  &  EC.  Du  point  D, 

N.  9j.  élevez  (n)  la  perpendiculaire  DF  au  côté 
A  B  ;  &  du  point  E  y  la  perpendiculaire 
EF  au  côté  AC.  Du  point  F  ,  auquel  ces 
perpendiculaires  fe  rencontrent ,  tirez  aia 
point  A  la  ligne  droite  FA.  Enfin  y  du? 
même  point  F  pris  pour  centre  ,-ôc  avec 
cette  ligne  FA  prife  pour  rayon ,  décrivez 
le  cercle  AGC  :  il  fera  le  cercle  demandé. 
Pour  la  démonjlration.  Tirez  du  point 
F  aux  points  B  ck  C  ,  les  lignes  droites 
FB  &  FC. 

Dimonjl.  Dans  les  triangles  B  D  F  ck 
ÀDF  >  qui  font  reclangles  l'un  &  l'autre 
en  D  [  C  ] ,  le  côté  D  B  eft  égal  au  côté 
DA  [  c  ]  ,  &  le  côté  D  F  eft  commua» 
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Ainfî ,  le  côté  FB  eft  égal  au  côté  FA  (n).  n.  %u 

Or  ,  on  démontre  de  la  même  manière  , 
l'égalité  des  lignes  FC  &  FA.  Donc ,  puif- 
que  [  C  ]  cette  dernière  eft  un  rayon  du 
cercle  AGC,  les  deux  autres  FB  ck  FC 
fontauiïi  des  rayons  du  même  cercle  (n),   n.  jçr 

Mais  [  C  ]  ,  chaque  angle  A  ,  B  &  C , 
du  triangle  ABC ,  a  pour  fommet  l'extré- 
mité de  l'un  de  ces  rayons.  Donc  ,  la 
circonférence  du  cercle  AGC  paife  par 
les  fommets  de  tous  les  angles  de  ce  trian- 
gle (n)  ;  &  par  conféquent  5  ce  cercle  eft  n.  jf  ■ 
circonfcrrt  à  ce  triangle  (n),  n.  2.80, 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 

SCHOLIE, 

2.S9.  Onpropcfe  quelquefois  ce  problème  * 
delà  manière fuivante :  Faire  parler  la  cir- 
conférence d'un  cercle  par  trois  points 
donnés  A*,  B  Se  C  ;  pourvu  cependant Fig,  %3 
que  ces  trois  points  ne  foient  pas  dans  une 
même  ligne  droite. 

Pour  le  réfoudre  9  on  joint  Us  trois  points 
donnés  ,  par  des  lignes  droites  A  B  ,  A  C 
&  BC>;  &  Von  a  un  triangle  ABC  y  auquel 
on  circonferit  un  cercle  (n)*  Ka  t$fc 

-  *§* 

M  vj 
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proposition   vr. 

Problème. 

250.  Infcrirc  un  quarré ,  dans   un  cercle 
donné, 

I  l  faut  inferire  un  quarré  dans  le  cercle 
'te-  9-  FGH  *.. 

Conjï.  Tirez  un  diamètre  AC,   à  vo- 

N-  95-îonté,  Elevez  (n)  un  autre  diamètre  BD9 

perpendiculaire  à  ce  diamètre  AC.  Tirez 

du  point  A  aux  points  B  ck  D ,  les  lignes 

droites  AB   ck  AD  ;  ôk  du  point  C  aux 

mêmes  points  B  ck  D  ,  les  lignes  droites 

CB  ck  CD.  Le  quadrilatère  ABC D  que 

ces  lignes  forment ,  eft  le  quarré  demandé. 

Démonfi.   Les   angles  AEB,    BECr 

CED  y  ckc.  qui  ont  chacun  leur  fommet 

n.  1$.  au  centre  E ,  font  égaux  (n).  Donc,  les 

arcs  AFB,  BGC,  CHD,  ckc.  le  font 

N-  25^aufli  (n)  ;  ck  par  conféquent,  les  cordes 

n.  260.  AB  ,  BC  ,  CD  ,   ckc.  font  égales  (n). 

De  plus  ,  les  angles  A,  B  ,    C,  ckc. 

N,  Z63,  font  des  angles  droits  (n)  ;  puifque  [c]  ils 

font  inferits  chacun  dans  un  demi-cercle. 

Donc ,  le  quadrilatère  ABCD  a  tous  fes 

côtés  égaux,  ck  tous  fes  angles  droits  ;  ck 

n.  50.  par  conféquent  3  il  eft  quarré  (n)» 
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Or  ,  ce  quarré  eft  infcrit  dans  le  cercle 

FGH  (n);  puifque  tous  Tes  angles  ontN.  176. 

leurs  iommets  dans  la  circonférence  de  ce 

cercle  [c]. 

Donc,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

291.  Il  fuit  de  ce  problême:  Premiè- 
rement ,  que  pour  infcrire  dans  le  cercle 
un  octogone  régulier ^  il  faut  commencer  par  y 
infcrire  un  quarré:  &  divifer  enfuite  en  deux 
parties  égales  (  n)  ,  chaque  arc  AFB  *  ,*?.  i6u 
BGC ,  &c  9  afin  d'avoir  des  arcs  A  F \  FB  9  '  ' 
BG  ,  &c.  qui  j oient  chacun  la  huitième 
punie  de  la  circonférence. 

Secondement ,  que  pour  infcrire  dans 
le  cercle  un  polygone  régulier  de  16  côtés  9 
il  faut  commencer  par  y  infcrire  un  octo- 
gone régulier:  &  divifer  enfuite  (n)  cha-&,  2.6  f> 
que  arc  AF  *  ,  FB  ,  &c.  en  deux  parties  Fig.  9. 
égales  ;  afin  d'avoir  des  arcs  qui  foient 
chacun  la  feiqieme  partie  de  la  circonfé- 
rence. 

Et  ainji  de  fuite  9  pour  infcrire  dans  le 
cercle  les  polygones  réguliers  de  3  2  côtés  3 
de  64  cotés  9  &c. 
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PROPOSITION    VII. 
Problème. 

api.  Circonfcrirc  un  quarré  3    à  un  cercle 
donné. 

Il  faut  circonfcrire  un  quarré  au  cercle 
Fîg.  io.  ABCD  *. 

Confi.  Tirez  un  diamètre  AC,  à  vo- 
N.  95  lonté.  Elevez  (n)  un  autre  diamètre  BD 
,  perpendiculaire  à  ce  diamètre  AC.  Elevez 
N.  95.  auffi  (n)  des  points  A  &  C ,  les  perpen- 
diculaires EH  ck  FG  au  même  diamètre 
AC  ;  ck  des  points  B  ck  D  ,  les  perpen- 
diculaires EF   ce  HG  au  diamètre  BD, 
Le  quadiîatere  HF  que  ces  perpendiculaires 
forment  ?  eft  le  quarré  demandé. 

Dêmcnft.  Les  lignes  EH  ,  BD  &  FG  ? 
N.  129.  font  parallèles  (n)  ;  puifqu'elles  font  per- 
pendiculaires chacune  à  la  même  ligne 
AC  [c]  :  ck  les  lignes  EF ,  A  C  6k  HG, 
N.  129. font  auiîî  parallèles  (n),  puifqu'elles  font 
auffi  perpendiculaires  chacune  à  la  même 
ligne  BD[e], 

Ainli,  Premièrement.    Les  quadrilatères 

N.  57.  HB  6k  A  F  font  parallélogrammes  (  n  ). 

Donc,  les  côtés  EH  6k  BD  font  égaux,. 
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&  les  côtés  EF  Ôc  AC  le  font  auffi  (n).n.  14?- 
Par  conféquent ,   puifque  le  côté  BD  eft 
égal  au  côté  AC  (ri)  ,  le  côté  EH  i'eft  au  N.  3f. 
côté  EF  (n).  n.  620 

Secondement.   Le   quadrilatère  A  B  eft 
aufîi  parallélogramme  (n).  Donc ,  puifque  n.  57. 
l'angle  AIB  eft  un  angle  droit  (n)  ,  l'angle  n.  ai. 
E  en  eft  auffi  un  (n).  n.  145* 

Troijiémement.  Enfin ,   le    quadrilatère 
HF  eft  encore  parallélogramme  (n).  Donc,  N.  57» 
puifque  [d]  il  a  deux  côtés  de  fuite  égaux 
EH  &  E  F ,  &  un  angle  droit  E ,  il  eft 
quarré  (n).  N.  146» 

Or ,  ce  quarré  eft  circonfcrit  au  cercle 
ABCD  (n)  ;  puifque  tous  fes  côtés  tou-N.  17S. 
chent  ce  cercle  (n).  N.  242» 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     VIII. 

Problème. 

293.  Infcrire  un   cercle,    dans  un  quarré 
donné. 


L  faut  infcrire  un  cercle,  dans  le  quarré 
HF  *.  Fig.  vé. 

Confi.  Tirez  les  diagonales  EG  &  HF. 
Du  point  I,  auquel  ces  diagonales  fe  cou- 
pent, abaiffez  (n),  la  perpendiculaire  ID  n.  96, 
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au  côté  H  G.  Enfin  ,  du  même  point  I  , 
pris  pour  centre ,  &  avec  cette  perpendi- 
culaire prife  pour  rayon  ,  décrivez  le  cer- 
cle DCBA  ;  il  fera  le  cercle  demandé. 
N.  96.  Pour  la  démon (Iration.  AbaifTez  (n)  du 
même  point  I,  les  perpendiculaires  IC  , 
IB  &  IA  aux  cotés  FG  ,  EF  ck  EH  ,  cha- 
cune à  chacun. 

Démonjl.  Le  quadrilatère  DC  efl  quarré 
N-  «86.  (n).  Ainfi  ,  les  côtés  IC  &  ID  font  égaux 
»;  5o.  (n). 

Or ,  on  démontre  de  la  même  manière  ,- 
l'égalité  <Jes  autres  perpendiculaires  IC  ck 
IB,  ÏB  ôc  IA.  Donc  ,  puifque  [c]  la  per- 
pendiculaire I  D  eft  un  rayon  du  cercle 
DCBA  5  ces  autres  perpendiculaires  -font 
K*  35-  auffi  des  rayons  du  même  cercle  (n). 

Mais  [c] ,  tous  les  côtés  du  quarré  HF 

parlent  par  les  extrémités  D  ,  C ,  -Sec.  de 

ces  rayons  ;   &  font  perpendiculaires  à  ces 

mêmes  rayons.  Donc  ,  le  cercle  DCBA 

n.  242.  touche  tous  les  côtés  de  ce  quarré  (n)  ;  & 

N.  279.  par  conféquent ,  il  y  efl  inicrit  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    IX. 

Problême. 

294.   Circonfcrire  un  cercle ,  à  un  quarri 
donné. 


L  faut  circonfcrire  un  cercle  au  quarré 
ABCD  *.  Eîg.  9, 

Conji.  Tirez  les  diagonales  AC  &  BD. 
Du  point  E,  auquel  ces  diagonales  fe  cou- 
pent ,  pris  pour  centre  ,  &  avec  la  ligne 
ËÀ  ,  prife  pour  rayon ,  décrivez  le  cercle 
FGH  ;   il  fera  le  cercle  démandé. 

Dimonjl.  Dans  le  triangle   AEB  ,  les 
angles  CAB  &  DBA  font  chacun  la  moi- 
tié d'un    angle  droit   (n);   puifque  les N.  138. 
triangles  ABC  &  BAD  font  reélangles  & 
ifofceles  (n).  Ainfi ,  le  côté  EB  eft  égalN.  50. 
aucôtéEA(n).  n.  86. 

Or ,  on  démontre  de  la  même  manière 
l'égalité  des  lignes  EB  &  EC,  EC  &ED. 
Donc,  puifque  la  ligne  EA  eil  un  rayon 
du  cercle  FGH  [c]  ,  ces  autres  lignes  font 
auffi  des  rayons  du  même  cercle  (n).  K 

Mais  ,  chaque  angle  A  ,  B  ,  &c.  du 
quarré  ABCD  ,  a  pour  fommet  l'extré- 
mité de  l'un  de  ces  rayons  [c].  Donc ,  la 
circonférence  du  cercle  FGH  palfe  par  les. 


2§2      LES    ELÉMENS    D'EuCLIBE. 
fdrnmets  de  tous  les  angles  de  ce  quarré 
n.  3r(n)  ;  &:  par  conféquent  ,    ce  cefcle  eft 
N.  z8o,circonfcrit  à  ce  quarré  (n). 
Donc.C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     X. 
.  Problême. 

295.  Décrire  fur  une  ligne  droite  donnée  9 
un  triangle  ifojcele  9  dont  chacun  des  an- 
gles égaux  9  foit  double  de  fon  autre 
angle. 


fîg.  n.  J  L  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  AB* 
un  triangle  ifofcelé  9  dont  chacun  des  an- 
gles égaux  foit  double  de  fon  autre  angle. 

N.  203.  Conjl.  Divifez  (n)  la  ligne  AB  en  deux 
parties  AC  &  CB  9  qui  foient  telles  que  le 
rectangle  de  cette  ligne  ck  de  fa  petite 
partie  CB  ,  foit  égal  au  quarré  de  fa  grande 
partie  AC.  Du  point  A  ,  pris  pour  centre  , 
&  avec  la  même  ligne  AB  prife  pour  rayon, 
décrivez  un  arc  de  cercle  BDG,  indéfini. 
Du  point  B  pris  pour  centre  ,  &  avec  la 
partie  AC  prife  pour  rayon ,  décrivez  un 
arc  de  cercle  qui  coupe  le  précédent  à  un 
point  D.  Enfin  ,  tirez  de  ce  point  aux 
points  A  ôt  B  ,  les  lignes  droites  DA  ÔC 
D  B.  Le  triangle  B  AD  ,  que  ces  lignes 
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forment  avec  la  ligne  AB ,  eft  le  triangle 
demandé. 

Pour  la  dimonjlration.  Tirez  du  point 
C   au  point  D,  la  ligne  droite  CD;&C 
(n)  circonfcrivez  le   cercle  A  C  D  E  auN.  2$g. 
triangle  A  CD. 

Démonji.  Le  rectangle  de  la  ligne  AB 
ck  de  fa  partie  CB  ,  eft  égal  au  quarré  de 
la  partie  AC  [c].  Donc  ,  il  eft  aufli  égal 
à  celui  de  la  ligne  BD  ;  puifque  cette  ligne 
ck  cette  dernière  partie  font  égaies  [  C  J. 
Ainfi  ,  la  ligne  BD  eft  tangente  au  cercle 
A  C  D  E  (  n  ).  Donc  ,  l'angle  C  D  B  eft  n.  w 
l'angle  du  fegment  CFD  (n).  Par  confé-N'  a21' 
quent ,  il  eft  égal  à  l'angle  A  ,  dans  le  feg- 
ment CED  (n).  N.  264. 

Or  ,  l'angle  DCB  ,  qui  eft  extérieur  au 
triangle  ACD  ,  eft  égal  (n)  à  la  fomme n.  13$. 
des  angles  intérieurs  CDA  ck  A  qui  lui 
font  oppofés.   Donc   (  n  )  ,    il   eft  aufli  n.  61. 
égal  à  celle  des  angles  CDA  6k  CDB  , 
(n)  ;  §t  par  conféquent ,  à  l'angle  BDAN«  72« 

Mais ,  l'angle  B  eft  auffi  égal  au  même 
angle  BDA  (n)  ,  puifque  les  côtés  AD  ckN-  8^ 
AB   du  triangle  BAD  font  égaux  (n).N- 35* 
Donc  ,  l'angle  DCB  eft  égal  à  l'angle  B 
(n);  ck  par  conféquent ,  les  côtés  BD  ckN-  6l* 
CD  du  triangle  BDC  font  égaux  (n).        N-  s6- 

Or,  puifque  le  côté  BD  qui  eft  égal  au 
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côté  AC  [c]  ,  l'efl  auffi  au  côté  CD  ,  les 

côtés  AC   ck  CD  du  triangle  ACD  font 

K.  61.  égaux  (n).  Donc  ,  l'angle  CDA  eft  auffi 

N.  84.  égal  à  l'angle  A  (n). 

Enfin  ,  puifque  les  angles  CDA  et 
CDB  font  égaux  chacun  au  même  angle 
A  ;  l'angle  BDA ,  qui  eil  la  fomme  de  ces 
deux  premiers  angles  ?  efl  double  de  l'an- 
gle A. 

Par  cpnféquent,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

296.  14  fuit  de  ce  problême ,  que  Ji 
V angle  formé  par  les  côtés  égaux  d'un  trian- 
gle if of celé ,  efl  la  moitié  de  chacun  des  deux 
autres  angles  ;  il  efl  les  deux  cinquièmes 
(F un  angle  droit, 
Pîg.  12.  Dans  le  triangle  BAC  *  l'angle  A  qui 
efl  la  moitié  de  chacun  des  deux  autres 
angles  ABC  &  ACB ,  efl  les  deux  cinquiè- 
mes d'un  angle  droit. 

N.  90.      Conjl.  Divifez  (n)  en  deux  parties  éga- 
les ,  chaque  angle  ABC  &  ACB. 

Dêmonfi,  Les  cinq  angles  A  ,  A  B  D  , 
CBD,  ACE  &-  BCE,  font  égaux  [c]. 
Ainfi  9  ils  font  chacun  la  cinquième  par- 
tie de  la  fomme  des  trois  angles  du  trian- 
gle BAC.  Mais ,  cette  fomme  efl  égale  à 
n,  136. celle  de  deux  angles  droits  (n).  Donc, 
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chaque  angle  A ,  ABD  ,  &c.  eft  la  cin- 
quième partie  de  la  Comme  de  deux  angles 
droits;  &  par  conféquent ,  les  deux  cin- 
quièmes d'un  angle  droit. 
Donc,  C.Q.F.D. 

S  C  H  O  LI  E. 

297.  Si  Von  vouloit  que  la  ligne  don- 
née, AB  *  fût  le  côté  adjacent  aux  angles  Fig.  1 1 . 
égaux  du  triangle  demandé  ,  on  commence- 
roit  par  décrire  fur  cette  ligne  le  triangle 
BAD  y  de  la  même  manière  dont  on  vient 
de  le  faire.  On  décriroit  enfui  te  fur  cette 
même  ligne  (n)  un  angle  qui  fut  égal  à  Van--  n.  119. 
gle  B  y  &  qui  eût  le  point  A  pour  fommet. 
Enfin  ,  on  prolongeait  le  coté  de  cet  angle 
&  le  côté  BD  de  V  angle  B ,  jufqua  ce  qu'ils 
fe  rencontraient.  Le  triangle  que  ces  côtés 
prolongés  formeroient  avec  la  ligne  AB  yfe- 
roit  le  triangle  demandé. 


iS6    Les  Elémens  d'Euclide. 



PROPOSITION    XL 

Problême. 

298.  Infcrire  dans  un  cercle  donné  9  un  pen- 
tagone, régulier. 

Kg.  13. 1  L  faut  infcrire  dans  le  cercle  ACE  *  un 
pentagone  régulier. 

N.  *9j.  Conjl.  Décrivez  (n)  fur  une  ligne  droite 
GF  prife  à  volonté ,  le  triangle  ifofcele 
FGH ,  dont  chaque  angle    F  &  H  ,  foit 

N.  284.  double  de  l'angle  G.  Inscrivez  (n)  dans  le 
cercle  A  C  E  ,  le  triangle  E  B  D  qui  foit 
N.  9o.équiang!e  à  ce  triangle  FGH.  Divifez  (n) 
chaque  angle  BED  &  BDE  en  deux  par- 
ties égales  BEC  &  CED,  BDA  &  ADE  f . 
Enfin  ,  tirez  du  point  B  aux  points  A  St  C, 
les  lignes  droites  BA  &:  BC  ;  du  point  E 
aux  points  A  &  D  ,  les  lignes  droites  EA 
&  ED  ;  &c  du  point  C  au  point  D ,  la  li- 
gne droite  CD.  Le  polygone  ABCDE 
que  ces  lignes  forment,  en:  le  pentagone 
demandé. 

Démonjl.  Tous  les  angles  BEC  ,  CED  , 
EBD ,  ADE  &  BDA ,  font  égaux  ,  puif- 

j"  Dans  la  pratique ,  il  fufHt  de  faire  les  arcs  EA  & 
D  C  égaux  chacun  à  l'arc  ED  j  &  de  tirer  enfuite  les 
lignes  BA,  BC,  &c. 
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que  chaque  angle  BED  &  BDE  eft  dou- 
ble de  l'angle  EBD  [Cl.  Donc  ,  tous  les 
arcs  BC,  CD,  DE  ,~EA  ck  AB ,  font 
auffi  égaux  (n).  Par  conféquent,  toutes  les  N-  a^* 
cordes  BC,  CD  ,  &c  font  égales  (n).       n.  260. 

Mais,  puifque  tous  les  arcs  BC,  CD,  &c. 
font  égaux ,  les  arcs  AEDC,  BAED, 
CBAE  ,  &c.  fur  lefquels  s'appuient  les  an- 
gles ABC ,  BCD  ,  CDE  ,  cVc.  le  font 
auffi.  Par  conféquent ,  tous  ces  angles  font 
égaux  (n).  .  ;  '  ■  N#  2574 

Ainfl  ^  tous  les  côtés  du  pentagone 
ABCDE  font  égaux  ,  ck  tous  fes  angles  le 
font  auffi.  Donc  ,  ce  pentagone  eft  régu- 
lier. D'ailleurs ,  il  eft,  infcrit  dans  le  cer- 
cle ACE  (n)  ,  puifque  tous  Cqs  angles  ont  N.  276. 
leurs  fommets  dans  la  circonférence  de  ce 
cercle  [c]. 

Par  conféquent  y  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire    I. 

299.  Il  fuit  de  ce  problême  :  Premiè- 
rement ,  que  pour  infcrirè  dans  le  cercle,  un 
décagone  régulier  ,  il  faut  commencer  par  y 
infcrirè  un  pentagone  régulier  :   &  divifer    , 
enfuite  chaque  arc  AB  * ,  BC  9  &c.  en  deux  rtg.  1 3. 
parties  égales  (n)  ;  afin  d'avoir  des  arcs  qui  N.  26 1, 
f oient  chacun  la  dixième  partie  de  la  cir- 
conférence. 

Secondement  P  que  pour  infcrirè  dans 
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le  cercle  un  polygone  régulier  de  20  côtes  , 
il  faut  commencer  par  y  inferire  un  deçà" 
gone  régulier  :  &  divtfer  enfuite  en  deux 
N.  261. parties  égales  (n)  ,  chaque  arc  de  ce  dé- 
cagone ;  afin  d? avoir  des  arcs  qui  f oient 
chacun  la  vingtième  partie  de  la  circonfé- 
rence. 

Et  ainji  de  fuite  ,  pour  inferire  dans  le 
cercle  les  polygones  réguliers  de  40  cotés  ?  de 
$0  cotés  y  &c. 

Corollaire    II. 

300.  Il  fuit  aufïî  de  la  démonftration 
de  ce  même  problême  ,  que  chaque  angle 
d'un  pentagone  régulier  efh  les  Jzx  cinquiè- 
mes d'un  angle  droit  ;  &  par  conféquent  de 
108  degrés. 


PROPOSITION     XII. 

Problème. 

301.  Circonfcrire  à   un  cercle  donné 9    un 
pentagone  régulier. 

fîg.  14.  ■*■  L  ^aut  ciiconfcrire  au  cercle  ACD  *  , 

un  pentagone  régulier. 
N.  198.      Confl.   Infcrivez  (n)  ,   dans  le  cercle 

ACD  ,  le  pentagone  régulier   ABCDE. 

Tirez  enfuite  du  centre  L  à  chaque  angle 

A, 
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A  ,  B  ,  C  ,  &c.  les  rayons  LA ,  LB  , 
LC ,  &c.  Enfin  (n)  élevez  du  point  A  ,  n.  9f. 
la  perpendiculaire  KF  au  rayon  LA  ;  du 
point  B  ,  la  perpendiculaire  FG  au  rayon 
LB  ;  du  point  C  ,  la  perpendiculaire  GH 
au  rayon  L  C  ;  &  ainrV  de  fuite.  Ces 
perpendiculaires  forment  un  polygone 
FGHIK,  qui  eft  le  pentagone  demandé. 

Pour  la  démo  njir ado  n.  Tirez  du  centre 
Là  chaque  angle  F,  G,  H,  &c.  les  li- 
gnes droites  LF,  LG,  LH,  ckc. 

Démonfl.  Premièrement.  Les  lignes  FA 
ck  FB  font  perpendiculaires  aux  rayons 
LA  &  LB ,  ck  élevées  des  extrémités  A 
ck  B  de  ces  mêmes  rayons.  Donc  ,  elles 
font  tangentes  au  cercle  ACE  (n).  Par  con-  N.  242, 
féquent,  puifqu'elles  font  tirées  du  même 
point  F  ,  elles  font  égales  (n).  Et  par  des  n.  27s, 
raifons  pareilles ,  les  lignes  GB  ck  GC  , 
HC  ck  HD ,  &c.  le  font  auffi. 

Ainfi ,  dans  les  triangles  LAF  ck  LBF  , 
le  côté  LA  ei  égal  au  côté  LB  (n) ,  le  côté  n.  3c. 
LF  eft  commun  ,  Scie  côté  FA  eu  égal  au 
côté  FB  [d].  Donc,  les  angles  FLA  ck 
FLB  font  égaux  (n)  ;  ek  par  conféquent ,  n.  $&, 
l'angle  FLB  eft  la  moitié  de  l'angle  ALB, 

Or ,  on  démontre  de  la  même  manière  , 
que  l'angle  GLB  eft  la  moitié  de  l'angle 
CLB.  Donc  ,  puifque  les  angles  ALB  ck 
CLB  qui  s'appuient  fur  les  arcs  égaux  AB 

N 
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N.  *5§.  &  CB  ,  font  égaux  (n)  ,  les  angles  FLB  ck 

ifc.  68.  GLB  le  font  aum*  (n). 

Ainfi ,  clans  les  triangles  LBF  ck  LBG  qui 
ont  le  côté  LB  de  commun  ,  ck  font  rec- 
tangles l'un  ck  l'autre  en  B  [ç],  l'angle  FLB 
efl  égal  à  l'angle  GLB.  Donc  ,  les  côtés 

H.  ^3.  FB  ck  GB  font  égaux  (n).  Et  par  des  rai- 
fons  pareilles ,  les  côtés  GC  ck  HC ,  HD 
ck  ID ,  ckc.  le  font  auffi. 

Donc  ,  toutes  les  lignes  FA ,  FB  ,  GB  , 
GC  ,  ckc.  font  égales.  Par  conféquent, 
tous  les  côtés  KF  ,  FG  ,  GH  ,  ckc.^  font 
égaux. 

Secondement.    Les    angles  LFA,   ck 

N.  ÎS.  LFB  font  égaux  (n)  ;  puifque  les  triangles 
LAF  ck  LBF  ont  tous  leurs  côtés  égaux  , 
chacun  à  chacun  [d].  Les  angles  LFB  ck 

H,  137. LGB  font  aufïi  égaux  (n);  puifque  les 
triangles  LBF  ck  LBG ,  qui  font  rectangles 
l'un  &  l'autre  en  B  [cl,  ont  l'angle 
FLB  égal  à  l'angle  GLB  [b].  Les  angles 
N.  8S.LQB  ck  LGC  font  encore  égaux  (n)  ; 
puifque  les  triangles  L  B  G  ck  L  C  G  ont 
tous  leurs  côtés  égaux  ,  chacun  à  chacun 
[d]  ,  ck  ainfi  de  fuite.  Donc  ,  tous  les  an- 
gles LFA  ,  LFB  ,  LGB ,  LGC ,  ckc.  font 
égaux.  Par  conféquent ,  tous  -les  angles 
KFQ  ,  FGH  9  GHI ,  ckc.  le  font  auffi. 

Ainfi  ,    tous    les  côtés  du    pentagone 
JFGlilK  font  égaux  j  ck  tous  fes  angles  le 
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font  aufli.  Donc ,  ce  pentagone  eft  régu- 
lier. D'ailleurs  ,  il  eft  circonfcrit  au  cercle 
ACD  (n)  ;  puifque  tous  Tes  côtés  touchent  n.  27g. 
ce  cercle  (n).  N,  242. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

302.  Il  fuit  de  la  conftruc1:ion  de  ce 
problême  ,  que  pour  circonfcrire  à  un  cer- 
cle, un  polygone,  régulier  quelconque  ,  il  faut 
commencer  par  y  en  inferire  unfemblableà 
celui  que  Von  veut  lui  circonfcrire,  Enfuite, 
du  centre  de  ce  cercle  y  on  tire  des  rayons  à 
chaque  angle  de  ce  polygone»  Enfin  9  des 
extrémités  de  ces  rayons  ,  on  élevé  (n)  desN.  9$-. 
perpendiculaires  à  ces  mêmes  rayons  ,  cha- 
cune à  chacun. 


PROPOSITION    XIII. 
Problême. 

303.  Inferire  un  cercle  ,  dans  un  pentagone 
régulier, 

L  faut  inferire  un  cercle  dans  le  penta- 
gone ABCDE*.  p£fji 

Conjl,  Divifez  (n)  deux  des  angles  du  N.  90. 
pentagone  propofé,  par  exemple  ,  les  an-  - 

Nij 
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gles  A  ck  B ,  chacun  en  deux  parties  éga- 
les FAE  ck  FAB  ,  FBA  ck  FBC.  Du  point 
F,  auquel  les  lignes  FA  ck  FB  fe  rencon- 
jrf;  96.  trent ,  abaiflez  (n)  la  perpendiculaire  FG 
au  côté  AB,  Enfin  ,  du  même  point  F, 
pris  pour  centre  ,  6k  avec  cette  perpendi- 
culaire prife  pour  rayon  ,  décrivez  le  cer- 
cle GIL  ;  il  fera  le  cercle  demandé. 
h.  96.  Pour  la,  dêmonjlration.  AbailTez  (n)  du 
même  point  F  ,  la  perpendiculaire  FH 
au  côté  BC  \  la  perpendiculaire  FI  au 
côté  CD  ;  ck  ainfi  de  fuite.  Du  même 
point  F,  tirez  aux  angles  C  ,  D  ck  E,  les 
lignes  droites  FC  ,  FD  ck  FE. 

Démonji.  Premièrement.  Dans  les  trian- 
gles BFH  &  BFG,  qui  ont  le  côté  BF 
de  commun  ,  ck  font  rectangles  l'un  en  H 
ck  l'autre  en  G  [c]  ,  l'angle  FBC  eu  égal 
à  l'angle  FBA  [c].  Donc,  les  perpendi^- 
N.  123.  culaires  FH  ck  FG  font  égales  (n). 

Secondement.  Dans  les  triangles  BFA 

ck  BFC,  l'angle  FBA  eft  égal  à  l'angle  FBC 

[c],  le  côté  BA  au  côté  BC  [hJ,  ckle 

coté  BF  eft  commun.  Donc  ,  les  angles 

w.  Si.  FAB  ck  FCB  font  égaux  (n). 

Mais,  les  angles  EAB  ck  DCB  font  aufH 

égaux  [h].  Done,  puifque  l'angle  FAB 

eu  la  moitié  du  premier  [c] ,  l'angle  FCB 

ïg.  qS.  eu   la  moitié  du  fécond  (n).  Par  confé- 

fjuent,  les  angles  FCB  ck  FCD  font  égaux. 
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Et  par  des  raifons  pareilles  ,  les  angles 
FDC  &  FDE ,  FED  &  FEA  le  font 
auffi- 

Or,  après  avoir  ainfi  établi  l'égalité  de 
ces  angles  ,  on  démontre  celle  des  perpen- 
diculaires FH  &  FI ,  FI  &  FK ,  &c.  de  la 
même  manière  dont  on  vient  de  démon- 
trer l'égalité  des  perpendiculaires  FH  ÔC 
FG.  Donc  ,  puifque  ceite  dernière  en1  un 
rayon  du  cercle  GIL  [c]  ,  les  autres  font 
aufîi  des  rayons  du  même  cercle  (n).  N#  3^ 

Mais  ,  tous  les  côtés  du  pentagone 
ÀBCDE  paffent  par  les  extrémités  G,  H,  I, 
ckc.  de  ces  rayons,  ck  font  perpendiculai- 
res à  ces  mêmesTayons  [c].  Donc, le  cer-> 
cîe  GIL  touche  tous  les  côtés  de  ce  penta- 
gone (n).  Par  conféquent ,  il  y  eft  inf-  n.  24% 
crit  (n).  ;-    n.  279. 

Donc,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire, 

304,  Il  fuit  de  la  conftrucYion  de  ce! 
problême  ,  que  pour  infcrlre  un  cercle 
dans  un  polygone  régulier  quelconque  ,  il 
faut  faire  précifément  les  mêmes  ckofes  que, 
s'il  s'agiffoit  d'en  infcrire  un  dans  un  pen- 
tagone régulier. 


Niïj 
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„       PROPOSITION    XIV. 

Problême. 

305.  Circonfcrire  un  cercle  à  un  pentagone 
régulier, 

Jl  faut  circonfcrire  uîî  cercle  au  pentagone 
pjg.  lé.ABCDE*. 

n.  90.  Confl,  Divifez  (n)  deux  des  angles  du 
pentagone  propofé  ,  par  exemple  ,  les  an- 
gles A  ck  B ,  chacun  en  deux  parties  éga- 
les FAE  6k  FAB ,  FBA  ck  FBC.  Du  point 
F  ,  auquel  les  lignes  FA  ck  FB  fe  rencon- 
trent ,  pris  pour  centre  ,  ck  avec  la  ligne 
FA  ,  prife  pour  rayon ,  décrivez  le  cercle 
ACE  ;  il  fera  le  cercle  demandé. 

Pour  la  dimonjlratwn.  Tirez  du  point 
F  aux  points  C  ,  D  ck  E ,  les  lignes  droi- 
tes FC,  FD  ckFE. 

Dimonjl.  Dans  le  triangle  AFB  ,    les 

N.  6%.  angles  FAB  ck  FBA  font  égaux  (n)  ;  puif- 

que  [c]  ils  font  les  moitiés  ,  l'un  de  l'angle 

JEAB ,  ck  Fautfe  de  l'angle  ABC  ,  qui  font 

égaux  [h].  Donc,  les  lignes  FB  ck  FA  font 

N,  86.  égales  (n). 

Or  ,  après  avoir  établi,  de  même  qu'au 
n°  303  *{*,  l'égalité  des  angles  FCB   ck 

"f*  Lifez  fur  la  figure  16  y\efecondement  de  la  démonf- 
tration  du  n°  303. 
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FCD  ,  FDC  ck  FDE  ,  &c.  on  démontre 
celle  des  lignes  FB  &  FC,  FC  &  FD ,  £kc4 
de  la  même  manière  dont  on  vient  de  dé- 
montrer l'égalité  des  lignes  FB  Se  FÀ. 
Donc  ,  puifque  cette  dernière  eu1  un  rayon 
du  cercle  ACE  [c],  les  autres  font  auffi 
des  rayons  du  même  cercle  (n).  N*  33» 

Mais  ,  chaque  angle  A  ,  B  ,  &c<  du 
pentagone  ABCDE  a  pour  fommet  l'extré- 
mité de  l'un  de  ces  rayons  [  c  ].  Donc  , 
la  circonférence  du  cercle  ACE  paffe  par 
les  Commets  de  tous  les  angles  de  ce  pen- 
tagone (n).  Par  conféquent ,  ce  cercle  eft  n.  3  f , 
circonferit  à  ce  pentagone  (n).  n>  %$o< 

Donc ,  C.  Q .  F.  F. 

Corollaire* 

■ 

306.  Il  fuit  de  ce  problême  ,  que  pour 
circonferire  un  cerck  à  un  polygone  régulier 
quelconque  9  il  faut  faire  précifément  les 
mêmes  chofes  que  s'ils*  agi ffbit  d'en  circonf- 
erire un  à  un  pentagone  régulier \ 


Ni 
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PROPOSITION     XV. 
Problême. 

307.  Infcrire    dans  un'  cercle  donné ,  um 
exagone  régulier, 

Pis-  17*  1  ^  faut  infcrire  dans  le  cercle  ACE  *  r  un 
exagone  régulier. 

Conjl.  Prenez  fur  la  circonférence  du 
cercle  propofé  9  un  point  A  à  volonté.  De 
ce  point  pris  pour  centre  r  &£  avec  un 
rayon  égal  à  celui  de  ce  même  cercle, 
décrivez  deux  arcs  qui  coupent  la  circon- 
férence ,  l'un  à  un  point  B  9  &  l'autre  à  un 
point  F.  Des  points  Ba  A  &  F,  tirez  par 
le  centre  G ,  les  lignes  droites  BE ,  AD 
&  FC.  Enfin  ,  tirez  du  point  A  aux  points 
B  <k  F  ,  les  lignes  droites  AB  ck  AF  ;  du 
point  C  aux  points  B  &  D  ,  les  lignes 
droites  CB  ck  CD  ;  &  du  point  E  t  aux 
points  D  &  F ,  les  lignes  droites  ED  &£ 
EF.  Le  polygone  ABCDEF  que  ces  lignes 
forment,  eft  l'exagone  demandé. 

Démcnjl.  Le  triangle  AGB  eft  équi- 
îatéral  [c],  Ainn ,  l'angle  A  G  B  eft  les 

Ne  139.  deux  tiers  d'un  angle  droit  (n);  &  par  la 
même  raifon  9  il  en  eft  de  même  de  l'an- 
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gle  AGF.  Donc  ,  puifque  les  trois  angles 
AGB  ,  AGF  &    FGE ,  valent  enfemble 
deux  angles  droits  (n)  ,  l'angle  FGE  eft-N.  97» 
aufli  les  deux  tiers  d'un  angle  droit. 

Mais  (n)  y  l'angle  DGE  efl  égal  à  l'an-N.  ioi,- 
gle  AGB  ;  l'angle  DGC  à  l'angle  AGF  ; 
&  l'angle  BGC  à  l'angle  FGE.  Donc ,  tous 
les  angles  qui  ont  leur  fommet  au  centre 
G  ,  font  égaux  (n).  Ainfî  ,   tous  les  arcs  n,  62. 
AB  ,  BC  ,   CD,   &c.  le  font  aufïi  (n).N<  %^ 
Par  conféquent ,  toutes  les  cordes  AB  , 
BC  9  CD,  &c.  font  égales  (n).  N>  a6oi 

Mais,  puifque  tous  les  arcs  AB,  BC,  ckc. 
font  égaux,  les  arcs  AEC  ,  BFD  ,  CAE  , 
&c.  fur  lefquels  s9appuient  les  angles  ABC, 
BCD,  CDE?  &c.  le  font  auflî.  Paï 
conféquent.,  tous  ces  angles  font  égaux  (ii).n.  257V 

Ainfî ,  tous  les  côtés  de  l'exagone 
ABCDEF  font  égaux  ;  ck  tous  (es  angles- 
le  font  auiîi.  Donc  ,  cet  exagone  eft  régu- 
lier. D'ailleurs ,  il  eft  inferit  dans  le  cer- 
cle ACE  (n)  ;  puifque  [c]  tous  fes  angles^,  ^& 
ont  leurs  fommets  dans  la  circonférence  de 
ce  cercle. 

Par  conféquent  C,  Q.  F.  F»- 

Corollaire    I.. 

$0$.  11  fuit  de  ce  problème  :  Première-* 
ment ,  que  pour  inferire  dans  le  cercle  un* 
triangle  équilatéral  5  il  faut  commencer  g av 
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Fig.  17,  y  infcrire  un  exagone  régulier  ABCDEF*  : 
&  tirer  enfuite  des  lignes  droites  9  du  point 
A  au  point  C,   du  point  C  au  point  E  9  & 
du  point  E  au  point  A, 

Secondement  ,  que  pour  infcrire  dans 
le  cercle  un  dodécagone  régulier ,  il  faut 
commencer  de  même  par  y  infcrire  un  exa- 
gone  régulier  :  &  divifer  enfuite  chaque 
arc  AB  ^  BC  ,  &c.  en  deux  parties  égales 
N.  26i.(n)  ;  afin  d'avoir  des  arcs  qui  j oient 
chacun  la  douzième  partie  de  la  circonfé- 
rence* 

Et  ainfl  de  fuite  ,,  pour  infcrire  dans  le 
cercle  les  polygones  réguliers  de  24  cotés  ?  de 
48  côtés  9  &c. 

C  O  R  O  LLAIRE     II. 

309.  Il  fuit  de  la  démonuratton  de  ce 
même  problème  ,  que  chaque  angle  d/un 
exagone  régulier  ,  ejl  les  quatre  tiers  d*un 
angle  droit  j  &  par  conféquent ,  de  1 20 
degrés. 

Corollaire    III. 

310.  Il  fuit  encore  de  la  démonftratîon 
de  ce  même  problème,  que  le  côté  de 
F  exagone  régulier  ,  ejî  égal  au  rayon  du 
cercle  dans  lequel  cet  exagone  eft  inferit* 
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Corollaire    IV. 

311.  Enfin  ,  il  fuit  de  ce  corollaire  , 
que  pour  infcrlre  dans  le  cercle  un  exagone 
régulier  y  il  fuffit  de  prendre  avec  un  corn." 
pas  la  grandeur  du  rayon  ;  &  de  la  porter 
Jix  fois  fur  la  circonférence. 


PROPOSITION    XVI. 
Problême. 

312.    Infcrire  dans  un  cercle  donné,  un 
*    pentédécagone  régulier*  ' 

Il  faut  infcrire  dans  le  cercle  DEG.*,  j..      g 
tm-pentédécagone  régulier. 

Conjl.  înfcrivez  dans  le  cercle  propofé  9 
le  triangle  équilatéral  ABC  (n)  ;  6c  len,  s®§. 
pentagone  régulier  DBEFG  (n).  L'arc  n.  29S. 
AG,  qui  fe  trouve  intercepté  entre  l'angle 
A  du  triangle  équilatéral  <k  l'angle  G  du 
pentagone ,  eft  la  quinzième  partie  de  la 
circonférence. 

Démonfl.  L'arc  BDA  eft  le  tiers  de  la 
circonférence  [c]  ;  êk  l'arc  BDAG  en  eri 
les  deux  cinquièmes  [c].  Or  9  y  vaut  ~  £ 

Nvj 
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&  j  valent  -£-.  Donc ,  Tare  AG  efl  un 
quinzième. 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

313.  Il  fuit  de  ce  problême  ,  que  pour 
*   inferire  dans  le  cercle  un  polygone  régulier 

de  30  côtés  9  il  faut  commencer  par  y  ins- 
crire un  pentedécagone  régulier  :  &  divifer- 
N.  2.61.  enfuite  (n)  Parc  AG ,  en  deux  parties  éga- 
les ;  afin  d'avoir  des  arcs  qui  f oient  chacun 
la  trentième  partie  de  la  circonférence. 

Et  ainjî  de  fuite  ?  pour  inferire  dans  le 
cercle  les  polygones  réguliers  de  60  cotés  9t 
de  izq  cotés  y  &c. 

SCHOLI  E. 

314.  Il  faut  remarquer  que  Von  ne  peut 
inferire  géométriquement  dans  le  cercle  ,  au- 
cun polygone  régulier  différent  de  ceux  dont 
Il  efl  parlé  dans  ce  Livre. 

On  peut  auffi  faire  les  remarques  fui* 
yantes. 

Si  Von  porte  le  rayon  fur  le  quart  de  la 
circonférence.  9  le  refle  efl  l'arc  du  dodéca- 
gone. 

Etjï  Von  porte  le  rayon  fur  Tare  du  pen~ 
tagone  ?  le  refle  efl  Varc  du  polygone  de  30 
côtés. 
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Si  Von  porte  le  coté  du  pentagone  fur  le" 
quart  de  la  circonférence  y  le  refle  efl  l'arc 
du  polygone  de  xo  cet  es. 

Mais  fi  Von  porte  le  côté  du  pentagone 
deux  fois  fur  la  demi-circonférence  9  le  refle- 
efl  l'arc  du  décagone. 

Si  Von  porte  le  côté  du  décagone  fur  Varc 
de  Vexagone  %  le  refle  efl  Varc  du  pentédé- 
cagone. 

Mais  fi  Von  porte  le  côté  de  V octogone 
fur  Varc  de  Vexagone  ,  le  refie  efl.  Varc  dm 
polygone  de  24  côtés. 

Et  ainfi  de  fuite  ,  pour  tmuver  géomé- 
triquement plufeurs  arcs  d'un  certain  nom- 
bre de  degrés.  Mais  on  ne  parviendra  ja- 
mais 9  ni  par  ceete  voie  9  ni  vraifemblable- 
ment  par  aucune  autre  ,  à  trouver  géométri- 
quement les  arcs  de  r  degré  9  de  1  degrés ,  de: 
4  degrés  ;  &  ainfi  de  fuite  ?  en  doublant*. 


m 
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LIVRE   CINQUIEME. 

J  u  S  QU  *  1  c  I  on  na  confîdêrê  les  lignes 
&  les  fur/aces  quen  elles-mêmes.  Il  s'agit  à 
prêfznt  de  comparer  entr  elles  les  premières  ; 
de  faire  la  même  chofe  à  regard  des  der- 
nières ;  &  de  déterminer  F  égalité  9  ou  V  iné- 
galité ,  des  rapports  qui  rêfultent  de  ces 
comparaifons.  Mais  9  il  efl  nécejfaire  d'a- 
voir auparavant  une  connoijfance  exacie 
des  rapports  en  général  ;  &  c'ej!  à  la  donner '9 
cette  connoijfance  ^  quEuclide  defîine  ce 
cinquième  Livre.  Il  le  commence  par  les 
définitions  des  termes  qui  font  en  ufage 
dans  les  comparaifons.  Il  établit  enfuit  e  les 
principes  des  rapports  ;  compare  ces  rapports, 
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les  uns  aux  autres  ;  donne  des  règles  pouf 
connaître  leur  égalité^  ou  leurs  différentes 
fortes  d,' inégalités  ;  &  démontre  les  proprié- 
tés  de  ceux  qui  font  égaux. 

Ce  Livre  renferme  les  règles  d'une  excel- 
lente logique  ;  &  la  matière  qui  y  efl  traitée 
fait  famé  de  la  Géométrie,  Mais  il  ejl  fi 
obfcur  dans  fon  Auteur,  fi  chargé  de  pro- 
portions inutiles  9  &  en  même  temps  fi  dé- 
fectueux par  le  nombre  de  propojitions  né- 
ceffaires  qui  ne  s'y  trouvent  point  ^  que  l'on 
a  été  obligé  d'y  faire  les  changemens  les  plus 
confidérables. 

Ainfi \  l'on  en  a  fupprimé  l'inutile  ;  & 
ton  y  a  ajouté  tout  ce  qui  ejl  nécejf aire  pour 
en  faire  un  traité  complet  des  rapports.  Par 
conféquent  9  V ordre  dans  lequel  les  propor- 
tions y  font  rangées  5  n  ejl  plus  celui  qu'Eu- 
clide  a  fuivi.  Mais ,  comme  cet  Auteur  ejl 
cité  par  tous  les  Géomètres  antérieurs  à 
l'année  1730  ,  on  a  eu  foin  ,  à  chaque  pro- 
portion que  l'on  a  confervée  ?  d'indiquer 
par  une  note  la  date  originale,. 

Enfin  )  on  l'a  terminé  par  plufieurs  quef- 
lions  9  afin  de  donner  quelque  idée  de  Vu*- 
fage  des  proportions. 
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NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 

O  M  M  E  on  ne  traite  ici  des  rapports 
quen  général  9  on  s'y  fer  t  des  lettres  de 
r alphabet  pour  repréfenter  les  quantités  en 
général.  Ainji ,  ces  lettres  a  .,  b  ,  c  ,  d ,  &c 
lignifient  également  des  nombres  ,  des  li- 
gnes ,  des  furfaces ,  des  corps  ,  des  fons  , 
des  temps  ,  des  viteffes ,  &c.  Par  conféquent  9 
on  pourra  toujours  leur  fubjîituer  celles  de 
ces  quantités  que  Von  voudra. 

Et  pour  s* exprimer  de  la  manière  la  plus 
courte  qu'il  ejl  poffible  ,  on  fe  fert  de  ce 
figne  -J-  ?  pour  repréfenter  ce  mot ,  plus  ;  & 
de  cet  autre  figne  —  ,  pour  tenir  lieu  de  cet 
autre  mot ,  moins.  Ainfi ,  cette  exprefjîo7t 
a  -}-b ,  fignifie  la  fomme  des  quantités  qui 
font  repréfentées  pur  les  lettres  a  &  b  :  & 
celle-ci,  a  —  b  ,  fignifie  leur  différence.  Le 
premier  figne  eft  celui  de  /'addition  ;  &  le 
dernier  ,  celui  de  la  fouftracYion. 

Par  exemple  9  fi  a  repréfente  le  nombre 

1$  ,  &  b  le  nombre  ix9  la  première  expref- 

fion  fignifie ,  1 8  plus  1 2  ;  cefl-à-dire  ,  30  : 

&  la  féconde ,  1 8  moins  12;  cef-a-dire  9  6. 

Mais  9  pour  indiquer  le  produit  d'une 
certaine  quantité  repréfentée  par  une  lettre 
quelconque  a  >  &  multipliée  par  une  autre 
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quantité  repréfentée  auffi  par  une  autre  lettre 
quelconque  b  ;  on  écrit  de  fuite  ces  deux 
lettres»  Ainfi  ,  cette  exprejjzon  ab  ,  indique 
le  produit  de  la  quantité  repréfentée  par  a  , 
&  multipliée  par  la  quantité  repréfentée 
par  b. 

Par  exemple  ,  fi  a  repréfente  le  nombre 
î  8  ,  &  b  le  nombre  12;  Vexpreffion  a  b 
tient  lieu  de  celle-ci,  18  fois  12;  cefi-à-* 
dire,  216. 

Enfin,  pour  indiquer  le  quotient  d?une 
certaine  quantité  repréfentée  par  une  lettre 
quelconque  a  ,  &  divifée  par  une  autre  quan- 
tité repréfentée  auffz  par  une  autre  lettre 
quelconque  b  ;  on  pofe  fur  une  petite  ligne 
la  lettre  qui  repréfente  le  dividende,  &  Von 
met  au  deffous  celle  qui  repréfente  le  divi- 

feur.   Ainfi ,  cette  expreffîon  r  indique  le 

quotient  delà  quantité  repréfentée  par  a,  & 
divifée  par  la  quantité  repréfentée  par  b. 
Par  exemple  9  fi  a  repréfente  le  nombre 

1 8 ,  &  b  le  nombre  12,  Vexpreffon  r  tient 

lieu  de  cette  fraction ,  -J-f;  c?ejl-à-dire  ,  du 
quotient  de  1 8  divifés par  1 2,  lequel  efl  1  ~« 


Livre    Cinquième.     307 
DES     RAPPORTS. 

DÉFINITIONS     GÉNÉRALES. 

315.  /^~\  N  nomme  Rapport ,  ou  Ralfon , 
V_^/ce  qu'une  quantité  eft  à  l'égard 
d'une  autre. 

Par  exemple  9  le  rapport  d'une  ligne 
de  12  pieds  à  une  âz  4  pieds  5  eji  d'être 
grande  à  F  égard  de  cette  ligne  de  4  pieds  : 
celui  d'une  ligne  de  12  pieds  à  une  de  48 
pieds  9  eji  d'être  petite  a  V égard  de  cette 
ligne  de  48  pieds  :  enfin  9  celui  d'une  ligne 
de  12  pieds  à  une  autre  ligne  aujjl  de  12 
pieds ,  efl  d'être  égale  à  cette  dernière  ligne. 

Mais  9  on  ne  juge  cette  ligne  de  11  pieds 
grande  par  rapport  à  celle  de  4  pieds  , 
que  parce  quon  la  conjîdere  9  ou  comme  la 
furparTant  ;  ou  comme  la  contenant  plus 
d'une  fois.  On  ne  juge  cette  même  ligne 
de  12  pieds  petite  par  rapport  à  celle  de  48 
pieds  9  que  parce  qu'on  la  conjîdere  9  ou 
comme  en  différant  ;  ou  comme  ne  la  con- 
tenant point  une  fois.  Enfin  9  on  ne  juge 
cette  ligne  de  12  pieds  égale  à  cette  autre 
ligne  aufji  de  il,  pieds  ,  que  parce  qu'on  la 
conjîdere ,  ou  comme  n'en  différant  point  ; 
ou  comme  la  contenant  une  fois  précifé- 
ment. 
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Ainfi ,  une  quantité  efl  grande  ,  ou  pe- 
tite ,  à  F  égard  d'une  autre  ,  ou  égale  à  une 
autre ,  en  deux  manières.  Par  conféquent  9 
il  y  a  deux  fortes  de  rapports. 

316.  Lorfque  l'on  compare  une  quan- 
tité à  une  autre  ,  en  considérant  la  ma- 
nière *j*  dont  celle  que  l'on  compare  dif- 
fère de  celle  à  laquelle  on  la  compare  ;  le 
rapport  qui  eft  entre  ces  deux  quantités  , 
fe  nomme  ,  rapport  arithmétique* 

Par  exemple  9  fi  Von  confidere  qu'uni 
ligne  de  18  pieds  efl  plus  grande  qu'une 
ligne  de  6  pieds ,  parce  qu'elle  la  furpafTe 
de  il  pieds:  qu'une  ligne  de  25  pieds  efl 
égale  à  une  autre  ligne  auffi  de  25  pieds  9 
parce  quelle  nèn  diffère  point  ;  enfin , 
quune  ligne  de  y  pieds  eft  plus  petite 
qiiune  ligne  de  15  pieds  ,  parce  quelle  en 
diffère  de  6  pieds  ;  tous  ces  rapports  font 
arithmétiques. 

317.  Mais,  lorfque  l'on  compare  une 
quantité  à  une  autre  3  en  considérant  la  ma- 
nière dont  celle  que  l'on  compare  contient 
celle  à  laquelle  on  la  compare  ;  le  rapport 
qui  eft  entre  ces  deux  quantités  fe  nomme 

*j*  Je  dis  la  manière  $  parce  que  la  différence  de  12  à 
14,  iveft  point  la  même  que  celle  de  12  à  10.  La  pre- 
mière efl  pofitive  ;  l'autre  eft  négative  ;  &  fe  nomme 
ordinairement,  excès. 
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rapport  géométrique  y  ou  feulement ,   rap- 
port. 

Par  exemple  9  fi  Von  conjidere  quune 
ligne  de  18  pieds  ejl  plus  grande  qu'um 
ligne  de  6  pieds  ,  parce  quelle  la  contient 
3  fois  ;  quune  ligne  de  25  pieds  ejl  égale 
à  une.  autre  ligne  aujjî  de  25  pieds  ,  parce 
qu'elle  la  contient  une  fois  précifément  ; 
enfin  _,  quune  ligne  de  9  pieds  ejl  plus  pe- 
tite quune  ligne  de  15  pieds  ,  parce  quelle 
nen  contient  que  les  trois  cinquièmes  9  (  ou9 
ce  qui  ejl  la  même  chofe  ,  parce  quelle  nen 
ejl  que  les  trois  cinquièmes  )  ;  tous  ces  rap- 
ports font  géométriques. 

318.  On  nomme  terme  antécédent ,  la 
quantité  que  l'on  compare  ;  &  terme  confé- 
quent ,  celle  à  laquelle  on  la  compare. 

Par  exemple  ,  Jî  Von  compare  une  ligne 
de  12  pieds  à  une  de  8  pieds ,  cette  ligne  de 
12  pieds  ejl  /'antécédent  du  rapport  qui  ejl 
entre  ces  deux  lignes  :  &  celle  de  8  pieds  en 
ejl  le  conféquent. 

319.  On  nomme  Expofant ,  ou  Déno- 
minateur ,  d'un  rapport ,  le  quotient  de 
l'antécédent  de  ce  rapport,  divifé  parle 
conféquent. 

Par  exemple  9  le  quotient  4  de  12  divifé 
par  3  ,  ejl  /'expofant  du  rapport  d'une  li- 
gne de  12  pieds  à  une  de  3  pieds  ;  parcs 


3io     les  Elémens  d'Euclide. 

qu'il  fait  connoître  que  ce  rapport  ejl  d'être 
quadruple  de  cette  ligne  de  3  pieds. 

Pareillement  9  le  quotient  j  de  8  divifê 
par  1 2  9  ejl  /'expofant  du  rapport  d'une 
ligne  de  8  pieds  à  une  de  12  pieds  ;  para 
qu'il  fait  connoître  que  ce  rapport  ejl  d'être 
les  deux  tiers  de  cette  ligne  de  12  pieds, 

320.  éf~\  N  nomme  rapport  légalité  9 
\_Jr  celui  dont  l'antécédent  eft  égal 
au  conféquenrN. 

Par  exemple  9  le  rapport  d'une  ligne  de 
1 2  pieds  à  une  autre  ligne  aujji  de  1 2  piedsy 
ejl  un  rapport  ^/'égalité. 

On  nomme  au  contraire  ,  rapport  d'zW- 
galitê ,  celui  dont  l'antécédent  n'eft  point 
égal  au  conféquent. 

Par  exemple  9  le  rapport  d'une  ligne  de 
il  pieds  à  une  de  8  pieds ,  ejl  un  rapport 
^'inégalité. 

Pareillement ,  le  rapport  d'une  ligne  de 
8  pieds  à  une  de  12  pieds  ,  ejl  aujjî  un 
rapport  ^'inégalité. 

321.  On  dit  qu'une  quantité  efî.  multiple 
d'une  autre ,  lorfqu'on  la  coniidere  comme 
étant  le  produit  de  cette  autre  multipliée 
par  un  nombre  quelconque ,  entier  ou  frac- 
tionnaire ;  mais  ,  plus  grand  que  l'unité. 

Par  exempk  ,12  font  multiples  de  4  ; 
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parce  qu'ils  font  le  produit  de  4  multipliés 
pari. 

Pareillement  17  font  multiples   de  5  ; 
parce  qu'ils  font  le  produit  de  5  multipliés 

Par  3  f  •  . 

On  dit ,  au  contraire  ,  qu'une  quantité 

eu  fous-multiple  d'une  autre,  lorfqu'on  la 
confidere  comme  étant  le  produit  de  cette 
autre  multipliée  par  un  nombre  fraction- 
naire quelconque  ;  mais  9  plus  petit  que 
l'unité. 

Par  exemple  8  font  fous- multiples  de 
1 2  ;  parce  qu'ils  font  le  produit  de  11  mul- 
tipliés par  j  9  qui  ne  valent  pas  une  unité. 

Enfin,  on  dit  que  des  quantités  font  équi- 
multiples  ,  ou  multiples  pareilles  d'autres 
quantités  ;  lorfqu'on  les  confidere  comme 
étant  les  produits  de  ces  autres  quantités 
multipliées  chacune  par  un  même  nombre 
quelconque  ,  entier  ou  fractionnaire  ?  plus 
grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Par  exemple ,  %o  &  30  font  •équî-mul- 
tiples  de  4  &  de  6  ;  parce  qu  ils  font  les  pro- 
duits de  ces  deux  nombres  ,  multipliés  chacun 
par  le  même  nombre  5 . 

Pareillement ,  18  6*  i^font  équi-multi- 
ples  de  27  &  5  1  ;  parce  qu  ils  font  les  pro- 
duits de  ces  deux  nombres  9  multipliés  cha- 
cun par  le  même  multiplicateur  ~. 

322,   On  nomme  rapport  multiple 9  ou 
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&  inégalité  majeure ,  celui  dont  l'antécé- 
dent eft  plus  grand  que  le  conféquent. 

Par  exemple 9  le  rapport  a"une  ligne  de 
I  %  pieds  à  une  de  8  pieds  9  ejl  un  rapport 
multiple. 

323.  On  nomme  rapport  fous -multi- 
ple ,  ou  ^inégalité  mineure  9  celui  dont 
l'antécédent  eft  plus  petit  que  le  confé- 
quent. 

Par  exemple  ,  k  rapport  d'une  ligne  de 
8  pieds  à  une  de  12  pieds  9  ejl  un  rapport 

fous- multiple. 

1 

324.  éT~\  N  dit  que  Ton  compofc  -f  un 
V_>^  rapport  ;  lorfque  l'on  ajoute  le 
conféquent  à  l'antécédent,  pour  comparer 
la  fomme  à  ce  même  conféquent. 

Par  exemple  9.  du  rapport  de  18  à  6, 
on  forme  par  compofition  ,  celui  de  24 
a  6. 

325.  On  dit  que  l'on  divife  ^f  un  rap- 
port; lorfque  l'on  retranche  le  conféquent 
de  l'antécédent,  pour  comparer  le  refte  à 
ce  même  conféquent. 

Par  exemple  9  du  rapport  de  1 8  à  6  ,  on 
forme  par  divifion  >  celui  de  1 2  à  6. 

326.  On  dit  que  l'on  convertit^  un  rap- 
port ;  lorfque  l'on  ajoute  le  conféquent  à 

"fConaponendo.  *[  Dividende  §  Convertendo. 

l'antécéde  nt 
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l'antécédent ,  pour  comparer  la  fomme  à 
ce  même  antécédent. 

Par  exemple  ,  du  rapport  de  1 8  à  6  ,  on 
forme  par  conversion  ,  celui  de  24  à  18. 

3  27.  On  dit  que  l'on  renverfe  *}*  un  rap- 
port ;  lorfque  l'on  prend  le  conféquent  de 
ce  rapport,  pour  en  faire  l'antécédent  d'un 
autre  ;  ck  l'antécédent ,  pour  en  faire  le 
conféquent. 

Par  exemple  9  du  rapport  de  18  à  6  y 
on  forme  par  inverfion  ,  celui  de  6  à  18  ; 
&  ces  deux  rapports  de  18  à  6  >  &  de  6 
à  1 8  ,  fe  nomment  refpectivement  3  rapports 
inverfes. 

328.  Enfin  5  on  dit  que-  l'on  échange  €[ 
deux  rapports  ;  lorfque  l'on  prend  l'anté- 
cédent du  fécond  9  pour  en  faire  le  con- 
féquent du. premier  ;  &  le  conféquent  du 
premier  ,  pour  en  faire  l'antécédent  du  fé- 
cond* 

Par  exemple  >  des  rapports  de  1 8  à  6 ,  & 
de  24  à  8  y  on  forme  par  échange  9.  ceux 
de  18  à  24  ^  &  de  6  a  S  ;  &  ces  deux  der- 
niers rapports  font  nommés  alternes  ,  à  /V- 
>gard  des  deux  premiers, 

"\  Invertendo. 

f  Permutandp,  ou  Alternando. 

o 
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329.  /^\N  dit  qu'un  rapport  efl  /?/#.$ 
V^/  grand  qu'un  autre  ^  lorfque  ion 

î^,  319.  èxpofant  (n)  efl:  plus  grand  que  celui  de 
cet  autre  rapport. 

Par  exemple  9  le  rapport  d'une  ligne  de 
l  ç  pieds  à  une  de  5  pieds  ,  efl  plus  grand 
que  celui  d'une  ligne  de  18  pieds  a  une  de 
c>  pieds  ;  parce  que  le  quotient  ^  de  1^  di- 
vifés par  5  ,  efl  plus  grand  que  le  quotient  2, 
de  18  divifés  par  9. 

Pareillement  9  le  rapport  dune  ligne  de- 
î6  pieds  à  une  de  20  pieds  9  ejl  plus  grand 
que  celui  dune  ligne  de  8  pieds  à  une  de 
1 2  pieds  ;  parce  que  le  quotient  j  de  16  di- 
y  if  es  par  20  ,  ejl  plus  grand  *}*  que  le  quo~ 
tienr  |  de  8  divifés  par  1 2. 

330.  /^\  N   dit  que  des  rapports  font 
X^f  égaux ,  ou  font  les  mêmes  ;  lorf- 
que leurs  Expofans  font  égaux. 

Par  exemple  y  le  rapport  dune  ligne 
de  2 4  pieds  à  une  de  8  pieds  y  efl  égal  à 
-celui  dune  ligne  de  18  /?ie<&  a  une  de  6 
pieds  ;  parce  que  le  quotient  3  de  24  divifés 
par  8  ,  e/2  /*  /Wtf/rce  ##e  £*/#*  ^  18  divifés 
par  6. 

Pareillement  ,  /e  rapport  d'une  ligne  de 

'  j"  Pour  connoître  le  quel  de  ces  quotiens  efl:  le  plus 
grand ,  lorsqu'ils  font  des  nombres  fra&ionnaires  de  diffé- 
rente dénomination  ;  on  les  réduit  à  un  même  dénomi? 

aateur. 


I 
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10  pieds  à  une  de  15  pieds  r  ejl  le  même 
que  celui  d'une  ligne  de  14  pieds  à  une 
Je  21  pieds  y  parce  que  le  quotient  j  de  10 
divifés  par  15  ,  ejl  égal  à  celui  de  14  divi- 
fis  par  Xi. 

S  C  H  O  L  LE. 

331.  Pour  marquer  que  des  rapports  font 
égaux ,  tels  que  le  font  _,  par  exemple  _,  les 
rapports  de  24.  à  $  9  de  18  à  6  ,  de  11  à 
7  ,  &c.  son  les  fépare  les  uns  des  .-autres 
par  quatre  points  rangés  en  quarré ,  de 
cette  manière  :    24. 8   ::   18.6    :  :  21. 

7  ::  &c 

Et  pour  exprimer  cette  égalité  y  onfefert 
de  différentes  exprefifions  y  dont  les  plus  ordi- 
naires font  les  fuivantes. 

Premièrement  y  24  font  à  8  y  ce  que  \% 
font  à  6  9  ce  que  2 1  font  à  7  9  &c. 

Secondement ,  24  contiennent  8  y  de  la 
même  manière  dont  1 8  contiennent  6  ,  dont 
2 1  contiennent  7  y  &c. 

Troifîèmement  ?  24  font  multiples  de  S  , 
de  la  même  manière  dont  18  font  mul- 
tiples de  6  y    dont    21   font  multiples  de 

,7  ?  &c- 

Quatrièmement.  Enfin ,  24,  18  &  21  3 
font  équi- multiples  de  8  ,  6  &  J. 

Oï)' 
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332.  /^\  N  nomme  Proportion  ,  l'éga- 
\^/  lité  de  plufîeurs  rapports. 
Par  exemple,  F  égalité  qui  ejl    entre  le 
rapport  de  24  à  8  9   &  celui  de  1$  à  6  ,  fe 
nomme  proportion. 

Corollaire. 

333.  Il  fuit  de  cette  définition  9  qu'une 
proportion  ne  peut  point  avoir  moins  de 
trois  termes. 

DémonU:.  Puifque  la  proportion  conjïfle 
dans  V  égalité  des  rapports ,  il  faut  au  moins 
deux  rapports  pour  former  une  proportion. 
Or  ,  on  nz  peut  point  former  deux  rapports 
égaux  9  avec  moins  de  trois  quantités  ;  puif- 
qu  après  avoir  formé  un  rapport  en  compa- 
rant une  quantité  à  une  autre  ,  il  faut  né- 
ceffairement  comparer  F  une  de  ces  deux  quan- 
tités à  une  troijieme  ,  pour  former  un  fécond 
rapport  qui  foit  égal  au  premier.  Donc  5  il 
faut  au  moins  trois  quantités  ,  pour  former 
une  proportion. 

Par  conféquent ,  C.  Q,  F.  £>, 

334.  On  nomme  proportion  continue  9 
ou  Progrefjîon  ,  une  proportion  dont  cha- 
que  conféquent  fert  d'antécédent  au  terme 
qui  le  fuit  immédiatement. 

Par  exemple  y  cette  proportion  _,  3  .  9  '  : 
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9  .  27  :  :  27  .  81  :  :  81  .  &c.  s'appelle  une 
proportion  continue  ,  ou  une  progreiïion, 
S  e  H  O  LIE. 

335.  Pour  marquer  que  des  quantités 
font  en  proportion  continue  ,  telles  que  le 
font,  par  exemple,    celles-ci  ,    3.  9*    27. 

81.  243  ,  &c.  on  les  fait  précéder  par  une 
petite  ligne  entre  quatre  points  ,  de  cette 
manière ,  H-  3  .  9  •  27  .  81  .  243  >  &c. 

Cette  proportion  ejl  nommée  continue  ; 
parce  que  les  rapports  qui  la  forment  font 
liés  les  uns  aux  autres  9  par  un  terme  corn:- 
mun.  Les  autres  proportions  font  appellées 
difcrettes  ;  parce  que  les  rapports  qui  les 
forment  font  fép  ares  les  uns  des  autres* 

336.  Les  quantités  qui  forment  des 
rapports  égaux  ,  fe  nomment  quantités  pro- 
portionnelles. 

Par  exemple  ?  24,8,  18  &  6  ,  font 
des  quantités  proportionnelles  ,  parce  que 

24.  8  ::  18 .  6. 

337.  Le  premier  ck  le  dernier  terme 
d'une  proportion  ,  fe  nomment  les  ter- 
mes extrêmes  ;  &  les  autres  s'appellent  les 
termes  moyens. 

Par  exemple  ,  24  &  6  font  les  extrêmes 
de  cette  proportion  ,  24. 8  :  I  18  .  6  ;  &  H 
&  18  en  font  les  moyens. 

338.  On  dit    que  deux    rapports  font 

Oiij 
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réciproques  ,  lorfqu'ils  font  tels  qu'en  ren- 
yerfant  l'ordre  des  termes  de  l'un  ou  de 
l'autre  ,  ils  deviennent  égaux. 

Par  exemple  ,  le  rapport  de  8  à  24  ejh 
réciproque  à  celui  de  18  à  6  ;  parce  que  fi 
Von  renverfe  P ordre  des  termes  du  premier  9 
on  a  cette  proportion,  ,  24  .  8  :  :  1 8  .  6  :  6* 
Jî  Von  renverfe  au  contraire  tordre  des  ter- 
mes du  fécond  3  on  a  cetu  autre  proportion  9. 

8  .  24:  :  6 .  i§  . 

339.  Les  quantités  qui  forment  des  rap- 
ports réciproques,  fe  nomment  quantités 
réciproquement  proportionnelles. 

Par  exemple  ^  8,  24,  18  &  6  9  font  des 
quantités  réciproquement  proportionnelles , 
parce  que  24  .  8  :  :  1 8  .  6. 

340.  Lorfque  pîufleurs  quantités  d'une 
part ,  ck  autant  d'une  autre  ,  font  telles  , 
que  celles  de  la  première  part  étant  com- 
parées chacune  à  celle  qui  la  fuit  immé- 
diatement ,  forment  d^s  rapports  égaux 
chacun  à  chacun  de  ceux  que  forment 
celles  de  la  féconde  part  ,  comparées 
auiîi  chacune  à  celle  qui  la  fuit  immédia- 
tement; l'égalité  de  ces  rapports  fe  nomme 
proportion  d'égalité. 

T>  j  (l2.        4.  28.  14.      &C. 

Far  exemple ,  <    o     7  c 

r    '  (18.    6.     42.     21.  otc. 

forment  ce  que  Von  appelle  une  proportion 
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d'égalité  ;  parce  que  12.4::    1 8  .  6  ;  4  . 

28":  :  6.  42;  28  .  14: '.42  .  21 ,  6*c. 

341.  Lorfque  les  rapports  qui  forment 
une  proportion  d'égalité ,  font  rangés  de 
manière  que  le  premier  du  premier  rang 
eft  égal  au  premier  du  fécond  rang  ,  le 
fécond  du  premier  rang  au  fécond  du  fé- 
cond rang,  le  troifieme  au  trciheme,  St 
ainii  de  fuite  ;  cette  proportion  fe  nomme 
proportion  d'égalité  ordonnée  9  ou  bien 
rangée, 

L  *  exempte  précédent  (n)  ejl  unepropor-n.  340, 
ti&n  légalité  ordonnée. 

342.  Lorfque  les  rapports  qui  forpient 
une  proportion  d'égalité  ,  font  rangés  de 
manière  que  le  premier  du  premier  rang 
eft  égal  au  dernier  du  fécond  rang,  le 
fécond  du  premier  rang  au  pénultième  du 
fécond  rang,  le  troîfieme ,  à  l'antéoénul- 
tieme  ;  &  ainii  de  fuite ,  jufqu'à  ce  que 
l'on  vienne  à  comparer  le  dernier  rapport 
du  premier  rang;  au  nremier  du  fécond 
rang  ;  cette  proportion  fe  nomme  propor- 
tion d'égalité  troublée,  ou  mal  rangée. 

T}  >       f  20.  12.  4.         28» 

Far  exemple ,  4  ~ 

r       \  y.       105.      35.       11. 

forment  une  proportion  d'égalité  troublée  ; 

parce  que  20  .  1  2  :  :  3  5  .  2  1  ;  1 2" .  4  :  :  1 0  5  . 

35  ;  &  4.  28  ::  15 .  105 . 

Oiv 
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343.  f~\  N  dit  qu'un  rapport  efl  corn- 
\^f  pojé  d'autres  rapports,  lorf- 
qu'on  le  confidere  comme  étant  formé  de- 
ces  autres  rapports  multipliés  les  uns  par 
les  autres  :  cejl-à-dire  ,  comme  étant  le 
rapport  du  produit  des  antécédens  de  ces 
autres  rapports ,  au  produit  de  leurs  con- 
féquens. 

Par  exemple ,  Ji  Von  confidere  que  le 
rapport  d'une  ligne  de  30  pieds  à  une  de 
k  pieds  y  ejl  d'être  fextupie  de  cette  ligne 
de  5  pieds  9  ce  rapport  ejl  {impie.  Mais  > 
Ji  Von  confidere  que  cette  ligne  de  30  pieds 
/z'é/r/extuple  de  celle  de  5  pieds  ,  que  parce 
quelle  ejl  le  double  du  triple  de  cette  ligne 
de  5  pieds  ;  alors  >  ce  même  rapport  ejl 
compofé  d'un  rapport  double >  &  dun  rap- 
port triple. 

Pareillement ,  Ji  Von  confidere  que  le 
rapport  dune  ligne  de  30  pieds  à  une  de 
72,  pieds  ,  êjl  d'être  les  —■  de  cette  ligne 
de  y i  pieds  ,  ce  rapport  ejl  iimple.  Mais  9 
Ji  Von  confidere  que  cette  ligne  de  30  pieds 
nejl  les  -^  de  celle  de  72  pieds  ,  que  parce 
qu'elle  ejl  les  |  des  -  des  £  de  cette  ligne  de 
71  pieds  ;  alors  ce  même  rapport  ejl  com- 
pofé des  rapports  deià^9de^a^9& 

de  K  à  6. 
1 
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Corollaire. 

3  44.  //  fuit  de  cette  définition  3  que  û 
l'on  a  plusieurs  quantités  entre  lefquelies 
il  puifTe  •{•  y  avoir  rapport  ;  celui  de  la 
première  à  la  dernière  ,  eft  composé  des 
rapports  de  la  première  à  la  féconde ,  de 
la  féconde  à  la  troifieme  ,  déjà  troifieme 
à  la  quatrième  ;  &  ainfî  de  fuite. 

Si  Von  a  les  quantités  fuyantes  ;  par 
exemple  9  une  ligne  de  3  pieds  ,  une  de  S 
pieds  ,  une  de  4  pieds  9  &  une  de  11  pieds  ; 
le  rapport  d.e  cette  ligne  de  3  pieds  à  celle 
de  il  pieds  9  ejl  compofé  du  rapport  de 
cette  même  ligne  de  3  pieds  à  celle  de  8 
pieds ,  du  rapport  de  cette  ligne  de  8  pieds 
à  celle  de  4  pieds  ?  &\  du  rapport  de  cette 
ligne  de  4  pieds  à  celle  de  il  pieds, 

Démonft.  La  ligne  de  3  pieds  ejl  les  | 
de  celle  de  8  pieds  ;  celle  de  8  pieds  ejl  le  / 
double  de  celle  de  4  pieds  ;  &  celle  de  4  pieds 
ejl  le  tiers  de  celle  de  12,  pieds*  Donc  ,  cette 
ligne  de  3  pieds  ejl  les  \du  double  du  tiers 
de  celle  de  12  pieds.  Par  conféquent  (n)  9  n.  343, 
fon  rapport  à  cette  ligne  de  12  pieds  ejl  com- 
pofé des  rapports  de^à%9deiài^&de 
1  à  3.  Mais^u\ ,  ces  rapports  font  ceux  de 

"J*  Il  faut  que  des  quantités  foïent  de  même  genre  ,  afin 
qu'il  puifle  y  avoir  des  rapports,  entr'elles.  Il  n'y  a  ,  par 
exemple  ,  aucun  rapport  ■  d'une  aune  à  un  louis  d'or  T 
d'une  ligne  à  une  furface ,.  ôcc, 

O  v 
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la  première  ligne  à  la  féconde  ,  de  la  féconds 
à  la  troifieme  9  &  de  la  troifieme  à  la  qua- 
trième. 

Donc  9  C.  Q.  F.  D. 

345.  On  nomme  rapports  compofans, 
ceux  dont  la  multiplication  a  produit  un 
rapport  compofé. 

Par  exemple ,  les  rapports  de  2  à  3  ,  de 
3  a  4  ,  &  de  5  à  6  ,  font  les  rapports  com- 
pofans  du  rapport  d'une  ligne  de  30  pieds 
N.  343*  <z  une  de  72  pieds  (n). 

346.  On  dit  qu'un  rapport  efl:  double  -{* 
d'un  autre ,  lorfcm'on  le  confidere  comme 
étant  compofé  de  cet  autre  répété  deux 
fois. 

Par  exemple  ,  fi  Von  confidere  que  le  rap- 
port d'une  ligne  de  36  pieds  a  une  de  4 
pieds ,  efl  d'être  le  triple  du  triple  de  cette 
S  ligne  de  4  pieds ,  ce  rapport  efl  doublé  d'un 
rapport  triple. 

Pareillement  ,  fi  Von  confidere  que  le 
rapport  d'une  ligne  de  9  pieds  à  une  de  16 
pieds  ,  efl  d'être  les  trois  quarts  des  trois 
quarts  de  cette  ligne  de  16  pieds  ,  ce  rapport 
efl  doublé  de  celui  de  3  *z  4. 

347.  Enfin,  on  dit  qu'un  rapport  efl 
triplé  d'un  autre  ,  lorsqu'on  le  confidere 

f  Le  vrai  terme  devroit  être  redoublé 3  de  même  qut 
mripk fj  dans  la  déiinitiwi  Suivante,  &.C* 
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comme  étant  compofé  de  cet  autre  répété 
trois  fois  :  qu'ilj  eft  quadruplé  d'un  autre  , 
lorfque ,  Sec.  ck  ainû*  de  fuite. 

Par  exemple  ,Ji  l'on  conjidere  que  le  rap~ 
port  d'une  ligne  de  56  pieds  à  une  de  7 
pieds ,  ejl  d'être  le  double  du  double  du 
double  de  cette  ligne  de  7  pieds  ;  ce  rçppçrt 
ejl  triplé  d'un  rapport  double. 

Pareillement  9  Ji  F  on  conjidere  que  h 
rapport  d'une  ligne  de  64  pieds  à  une  de 
125  pieds ,  ejl  d'être  les  quatre  cinquièmes 
*&*  quatre  cinquièmes  des  quatre  cinquiè- 
mes de  cette  ligne  de  125  pieds  ,  ce  rapport 
ejl  triplé  de  celui  de  4  à  5 . 

Corollaire    I, 

3  48.  7/  Juit  du  corollaire  précèdent  (n)  5  n.  3  44 
&  des  deux  dernières  définitions  ,  que  dans 
une  progrefîion  ,  le  rapport  du  premier 
terme  au  troilieme  ,  eil  doublé  de  celui  du 
premier  au  fécond  :  le  rapport  du  premier 
terme  au  quatrième ,  eft.  triplé  de  celui  du 
premier  au  fécond  :  le  rapport  du  premier 
terme  au  cinquième ,  eft  quadruplé  de  celui 
du  premier  au  fécond  ;  ck  ainu*  de  fuite. 

Dans  cette  progrejjion  ff  a  9  b  ,  c,  d3 
e  ,  f  5  g  ,  &c,  le  rapport  de  a  à  c  ejl  double 
de  celui  de  a  a  b  :  le  rapport  de  a.  à  à  ejl 
triplé  de  celui  de  a  à  b  ;  le  rapport  de  â  à  e    » 

Ovj 
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ejl  quadruplé  de  celui  de  a  à  b  ;  6*  tfi/2/z  de 

fuite  .7 

Démonft.  Si  a  ejl  9  par  exemple  ,  le  tri» 
#•  S^'ple  deb  9  b  ejl  le  triple  de  c  (n)  9  q  ejl  le 
triple  de  d  ;  6'  ^zi/z/?  Je  fuite. 

Donc ,  premièrement  9  /e  rapport  de  a  à 
c  ^    ejl  d'être   le  triple  du  triple  de  c.  Pûa 
conféquent  9  il  ejl  doublé  de  celui  de  a.  à  b 
N.  346.  (n). 

Secondement.    Le  rapport  de  &  à  d  ejl 
d'être  le  triple  du  triple  du  triple  de  d.  Par 
conféquent ,  il  ejl  triplé  de  celui  de  a.  à  b 
N.  347.  (n)«  Et  ainji  de  fuite. 

Pareillement  9  Ji  a  ejl9  par  exemple ,  /es 
j  deb9  b  ejl  les  j  de  c  9  c  ejl  les  -de  d  ; 
<S*  ainjî  de  fuite.  ... 

Donc  ,  premièrement.  Le  rapport  de  a  i 
ç  ey?  J'e/re  /es  y  Jes  |-  Je  c.  P  ar  conféquent  9 
K.  346.  i/  e/?  doublé  de  celui  de  a  ab  (n). 

Secondement.    Le  rapport  de  3.   à  d  ejl 
d'être  les  f  des  j  des  ~  de  d.    Par  conjè- 
**•  347*  auent 9  *t  efi  triptè  de  celui  deaàb  (n).  Et 
ainji  de  fuite. 

Or  9  la  même  démon flration  fubjîjle  9  quel 
que  foit  Vexpofant  du  rapport  du  premier 
ierme  a  au  fécond  terme  b, 

Donc  9  C.  Q.  F.  D. 

Autre  Démonft.  Premièrement.  Le  rap- 
port de  a  à  c  ejl  compofè  de  celui  de  a  à  b  , 
N,  344.  &  de  celui  deb  à  ç  (n).  Or3  le  rapport  de 
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b  à  c  efl  le  même  que  celui  de  a  à  b  (n).  nt.  332, 
Donc  9  le  rapport  de  a  à  c  efl  compofé  de 
celui  de  a  à  b  répète  deux  fois.  Par  confé- 
quent 9  il  efl  doublé  de  ce  dernier  rapport 
(n).  n.  346, 

Secondement,  Le  rapport  de  a  a  d  efl 
compofé  de  celui  de  a  àb  ,  de  celui  de  h  à  c, 
&  de  celui  de  c  à  d  (n).  Or,  le  rapport  de  N.  344» 
b  à  c  ,  6*  ce/#i  àcà  d,  /0^  chacun  le 
même  que  celui  de  a.  à  b  (n).  Donc  9  lex.  331» 
rapport  de  a.  à  d  ejl  compofé  de  celui  de  a.  à 
b  répété  trois  fois.  Par  conféquent  9  il  efl 
triplé  de  ce  dernier  rapport  (n).  N.  34^ 

Troifiemement  9  enfin  9  on  démontre  par 
un  raifonnement  pareil ,  que  le  rapport  de 
a  à  e  efl  quadruplé  de  celui  de  a  à  b  :  que  le 
rapport  a  à  f  efl  quintuplé  de  celui  de  a  à  b* 
£/  ^i/2/z  *fe  fuite. 
'     Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  IL 

349.  Il  fuit  de  ce  corollaire,  que  dans 
une  progreffion  ,  le  fécond  terme  eft  le 
produit  du  premier  multiplié  par  la  pre- 
mière puitTance  *{*  de  Pexpofant  du  rap- 

•j*  On  appelle  première  puijfance  d'un  nombre  quelcon- . 
que ,  ce  nombre  même  :  féconde  puijfance  d'un  nombre  , 
le  produit  de  ce  nombre  multiplié  par  lui-même  :  troifieme 
puijfance ,  le  produit  de  la  féconde  multipliée  par  la  pre- 
mière :  quatrième  puijfance  ,  le  produit  de  la  troifieme 
multipliée  par  la  première  :  &  ainlî  de  fuite. 

Par  exemple ,  5  efit  la  première  puijfance  du  nombre  5  ix 
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port  du  fécond  terme  au  premier  :  le  trol- 
fieme  terme  ,  eft  le  produit  du  premier 
multiplié  par  la  féconde  puiffance  du  même 
expofant  :  le  quatrième  terme  eft  le  pro- 
duit du  premier  multiplié  par  la  troisième 
puifTance  de  ce  même  expofant  ;  ck  ainfi 
de  fuite. 

Dans  cette  progreffzon  H-  a.  b.  c.  d.  e. 
f.  g.  &c.  b  ejl  le  produit  de  a  multiplié  par 
la  première  puiffance  de  F  expofant  du  rap- 
port de  b  à  a  :  c  eft  le  produit  de  a  multiplié 
par  la  féconde  puiffance  du  même  expofant  : 
d  efl  le  produit  de  a  multiplié  par  la  troi- 
Jîeme  puiffance  de  ce  même  expofant.  Et 
ainfi  de  fuite, 

Démonft.  Si  Vexpofant  du  rapport  de 
b  à  a  ejl,  par  exemple  3  ,  b  efl  le  triple  dez  ; 
&  par  confiquent ,  le  produit  de  a  multi~ 
plié  par  3  :  c  efl  L  triple  du  triple  de  a.;  & 
par  conféquent,  le  produit  de  a  multiplié  par 
9  :  d  efl  le  triple  du  triple  du  triple  de  a  ;  & 
par  confèquent ,  le  produit  de  a  multiplié 
par  27  ;  &  ainfi  de  fuite.  Or  ,  3  efl  la  pre- 
mière puiffance  de  Vexpofant  3  ;  9  efl  fa 
féconde  puiffance;  27  efl  fa  troifieme puif- 
fance ;  &  ainfi  de  fuite. 

Pareillement  5  fi  Vexpofant  du  rapport 
de  h  à  a  efl ,  par  exemple  y  ,  b  eft  h  s  -|  de 

25,  la  féconde  puiffance:  125,  la  troifians  :  62  J  s  /# 
quatrième  3  &  ainfi  de  fuite. 
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a  ;  &  par  confêquent ,  le  produit  de  a  multi- 
plié  par  y  :  c  efl  les  y  des—  de  a  ;  &  par 
confêquent  9  le  produit  de  a  multiplié  par 
$•  :  à  efl  les  \  des  y  des  ~  de  a  ;  &  par  consé- 
quent, le  produit  de  a  multiple  par  ~\  & 
ainji  de  fuite.  Or,  j  efl  la  première  puif- 
fance  de  Vexpofantj,  j  efl  fa  féconde  puif- 
fance  ;  —■  efl  fa  troifieme  puiffance  ;  &  ainfi 
de  fuite. 

Mais,  la  même  dêmonflration  fubflfle 9 
quel  que  foit  Vexpofant  du  rapport  du  fe-~ 
cond  terme  b  au  premier  terme  a. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Axiomes. 

350.  Les  rapports  qui  font  égaux  cha- 
cun à  un  même  rapport ,  font  égaux  entre 
eux  ^. 

351.  Si  de  deux  rapports  égaux,  l'un 
eu  plus  grand  qu'un  troifieme  7  l'autre  l'ed 
aufli  :  &  au  contraire  §. 

352.  Si  l'on  divifé  plufieurs  quantités 
par  un  même  divifeur ,  les  quotiens  *{*  font 

5"  Euclide  ,  ir. 

§  Euclide ,  13. 

j-  Par  ce  mot  quotient ,  on  entend  ,.  ce  qui  exprime  la 
manière  dont  une  quantité  en  contient  une  autre.  Ainfi  » 
lorfque  Ton  dit ,  le  quotient  de  a  divifé  parc,  efl  le  même 
que  celui  de  b  divifé  au{Jï  par  c  ;  on  doit  .entendre  l'a 
même  chofe  que  û  l'on  difoit ,  la  manière  dont  a  contient 
c  }  e/?  la  même  que  celle  dont  b  contient  auffi  c. 
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entr'eux  comme  les  quantités  que  l'on  a 
divifées. 

Par  exemple  ,Ji  a  ejl  double  de  h ,  le  quo- 
tient  de  a  divijé  par  d  ,  ejl  double  de  celui 
de  b  divifé  aujjipar  d.  Si  a  ejl  triple  de  h  , 
le  quotient  de  a  divifé  par  à  ^  efl  triple  de 
celui  de  b  divifé  aujjî  par  d.  Et  ainjl  de 
fuite. 

.  Au  contraire  ^  ji2.efl  la  moitié  de  b  ,  h 
quotient  de  a  divifé  par  d  ,  e/?  la  moitié  de 
celui  de  b  divifé  aujjî  par  d.  <S7  a  £/?  /e  //ers 
de  h  9  le  quotient  de  a  divifé  par  a  9  ejl  le 
tiers  de  celui  de  b  divijé  aujjl  par  d.  Et 
ainji  de  juite. 

353.  Si  l'on  divifé  une  même  quantité 
par  plusieurs  divifeurs  ,  les  quotiens  font 
N.  327.  entr'eux  en  rapports  inverfes  (n)  de  ceux 
des  divifeurs. 

Par  exemple  ,  Ji  a  ejl  double  de  b  ,  le 
quotient  de  g  divifé  par  a  ,  efl  la  moitié  de 
celui  de  g  divifé  par  b.  Si  a  efl  triple  de  b , 
le  quotient  de  g  divifé  par  ■&  ^  efl  le  tiers  de 
celui  de  g  divifé par 'b.   i^  ainjl  de  Juite. 

Au  contraire  ,  fl  a.  efl  la  moitié  de  b  ,  le 
quotient  de  g  divijé  par  a  ,  efl  double  de 
celui  de  g  divijé  par  b.  Si  d.  efl  le  tiers  de  b  , 
/e  quotient  de  g  divijé  par  a  ,  £/?  m)?/<2  *fe 
cè/#i  *&  g  diy'ifé  par  b.  2u  ainjl  de  fuite a 

*$* 
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DES     PROPORTIONS 

GÉOMÉTRIQUES* 

PROPOSITION     I. 

Théorème. 

354.  Si  deux  quantités  font  égales ,  elles 
ont  chacune  le  même  rapport  à  une  troi- 
Jieme  quantité  :  &  une  troijieme  quantité 
a  le  même  rapport  à  chacune  d'elles  •{•. 

Premièrement.  Si  <z  eft  égal  à  b , 
le  rapport  de  a  à  c  eft  le  même  que  celui 
de  b  à  c.    " 

Dêmonji.  Puifque  a  eft  égal  à  b  [h]  , 
le  quotient  de  a  divifé  par  c  ,  eft  le  même 
que  celui  de  b  divifé  aufli  par  c  (n).  Donc  ,  n.  3^2. 
le  rapport  de  a  à  c  eft  aufli  le  même  que 
celui  de  b  à  c  (n).  N.  33o. 

Secondement.  Si  a  eft  égal  à 
b  ,  le  rapport  de  c  à  ^z  eft  aufli  le  même 
que  celui  de  c  à  b. 

Dêmonji ';  Puifque  a  eft  égal  à  b  [h]  , 
le  quotient  de  c  divifé  par  a  eft  le  même 

j-  Euclide ,  7. 
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n.  353. que  celui  de  c  divifé  par  b  (n).  Donc  ,  le 

rapport  de  c  à  a ,  eft  auffi  le  même  que 
N.  330.  Celui  de  c  à  b  (n). 

Par  conféquent,  G.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     II. 

Théorème. 

355.  Si  deux  quantités  font  inégales ,  la] 
plus  grande  a  un  plus  grand  rapport  que 
la  plus  petite  à  une  troijieme  quantité  ; 
&  une  troijieme  quantité  a  un  plus  grand 
rapport  à  la  plus  petite  qu'à  la  plus 
grande  •{*. 

Premièrement.  Si  a  eft  plus 
grand  que  b  ,  le  rapport  de  a  à  c  eft  plus 
grand  que  celui  de  b  à  c. 

Démonfl.  Puifque  a  eft  plus  grand  que 

b  [h],  le  quotient  de  a  divifé  par  c,  eft 

plus  grand  que  celui  de  b  divifé  auffi  par 

N.  352.  c  (n).  Donc  ,  le  rapport  de  a  à  c  eft  auffi 

N«  329-  plus  grand  que  celui  de  b  à  c  (n). 

Secondement.  Si  a  eft  plus  grand 
que  b ,  le  rapport  de  c  à  b  eft  plus  grand 
que  celui  de  c  à  tf. 

Démcnjl,  Puifque  a  eft  plus  grand  que 

t  Euclide,  8. 
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b  [h]  ,  le  quotient  de  c  divifé  par  b  9  eft 
plus  grand  que  celui  de  c  divifé  par  a  (n).  N.  353» 
Donc  ,  le  rapport  de  c  à  b  efl  auffi  plus 
grand  que  celui  de  c  à  a  (n).  N.  52?. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    III. 

Théorème. 

3  5  6\  Si  deux  quantités  ont  chacune  U 
même  rapport  à  une  troijzeme  quantité  9 
elUs  font  égales  :  &  Ji  une  troijieme 
quantité  a  le  même  rapport  à  chacune 
d'elles  y  elles  h  font  auj/z  *j*. 

premièrement.  Si  le  rapport  de 
a  à  c  eft  le  même  que  celui  de  b  à  c ,  a  eu 
égal  à  b. 

Dêmonfl,  Puifque  le  rapport  de  a  à  c  f 
eft  le  même  que  celui  de  b  à  c  [h]  ,  le 
quotient  de  *z  divifé  par  c ,  eft  le  même 
que  celui  de  £  divifé  auffi  par  c  (n).  Donc  5  n.  330, 
a  efl  égal  à  £  (n).  N,  352o 

Secondement.  Si  le  rapport  de 
c  à  <z  eft  le  même  que  celui  de  c  à  /» ,  a  efl 
encore  égal  à  £. 

"f  Euclide  ,  9. 
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Démonjl.  Puifque  le  rapport  de  c  â  d 

eft  le  même  que  celui  de  c  à  b  [h]  ,  le 

quotient  de  c  divifé  par  a ,  eft  le   même 

N.  33°«  que  celui  de  c  divifé  par  b  (n).  Donc  ,  d 

n.  353- eft  égal  à  £(n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    IV. 
Théorème. 

357.  Si  de  deux  quantités  9  Vune  a  un 
plus  grand  rapport  que  Vautre  à  une 
troijieme  quantité  ;  celle  qui  a  le  plus 
grand  rapport  9  ejl  la  plus  grande.  Et  fi 
une  troijieme  quantité  a  un  plus  grand 
rapport  à  Vune  de  ces  deux  quantités  qii  a 
Vautre  ;  celle  à  laquelle  elle  a  le  plus  grand 
rapport  9  ejl  la  plus  petite  *J* . 

premièrement.  Si  le  rapport  de  a 
à  c  eft  plus  grand  que  celui  de  b  à  c  9  a  eu, 
plus  grand  que  b. 

Démonjl,  Puifque  le  rapport  de  a  à  c 
eft  plus  grand  que  celui  de  b  à  c  [h]  ,  le 
quotient  de  a  divifé  par  c ,  eft  plus  grand 

N.  329.  que  celui  de  b  divifé  auffi  par  c  (n),  Donc? 

N.  352.  a  eft  plus  grand  que  b  (n). 

j-  Euclide,  io, 
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Secondement.  Si  le  rapport  de 
c  à  b  eft  plus  grand  que  celui  de  c  à  a  9 
alors  b  eft  plus  petit  que  a. 

Démonjl.  Puifque  le  rapport  dé  c  à  £ 
eft  plus  grand  que  celui  de  c  à  a [  h]  ,  le 
quotient  de  c  divifé  par  b  ?  eft  plus  grand 
que  celui  de  c  divifé  par  a  (n).  Donc,  £n.  $19. 
eft  plus  petit  que  #  (n).  n.  353. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

S  C  H  O  L  I  E, 

358.  Ces  quatre,  premières proportions  ne 
font  que  des  axiomes ,  que  F  on  auroit  pu 
énoncer  de  la  manière  Juivante. 

Si  a&  b  font  égaux,  ils  font  également 
grands  à  l'égard  de  c  ;  &  c  eft  aufti  grand 
à  l'égard  de  a  ,  qu'à  l'égard  de  b. 

Si  a  eft  plus  grand  que  b  ,  il  eft  plus 
grand  à  l'égard  de  c  ,  que  b  ne  l'eft  à  l'é- 
gard aufti  de  c:  8c  c  eft  plus  grand  à  l'égard 
de  b  ,  qu'à  l'égard  de  a. 

Si  a&t  b  font  également  grands  à  l'égard 
de  c ,  ils  font  égaux  :  ck  fi  c  eft  auffi  grand 
à  l'égard  de  a  ,  qu'à  l'égard  de  b  ;  a  ck  & 
font  encore  égaux. 

Enfin  ,  fi  a  eft  plus  grand  à  l'égard  de  c, 
que  b  ne  l'eft  à  l'égard  aufti  de  c;  a  eft 
plus  grand  que  b  :  &  fi  c  eft  plus  grand  à 
l'égard  de  £  ,  qu'à  l'égard  de  <z ,  b  eft  plus 
petit  que  #, 
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PROPOSITION     V. 
Théorème. 

359.  Les  quantités  qui  font  équimultip les 
d'autres  quantités  9  ont  entr  elles  le  même 
rapport  que  ces  dernières  *j*. 

0 1  l'on  multiplie  a  &  b  chacun  par  un 
même  nombre  quelconque,  le  rapport  des 
produits  eft  le  même  que  celui  de  a  à.  h. 

Le  nombre  par  lequel  on  multiplie  a^b^ 
ejl  ou  entier  y  ou  fractionnaire. 

Premier     Cas. 

Lorfque  le  nombre  par  lequel  on  multiplie 
a  &  b  9  ejl  un  nombre  entier. 

Il  faut  démontrer ,  par  exemple  ,  que 
ja  .  7b  :  :  a  .  b. 

Démonfl.  Le  quotient  de  a  divifé  par 
b  ,  eft  la  feptieme  partie  de  celui  de  7^ 
N.  3 p.  divifés  auffi  par£  (n)  ;  puifque  a  eftla  fep- 
tieme partie  de  ja. 

Mais  ,  le  quotient  de  7a  divifés  par  "jb  , 

•f  Cette  Proportion,  qui  eft  la  quinzième  d'Euclide, 
<eft  quelquefois  e'noncée  de  la  manière  fuivante: 

On  ne  change  point  un  rapport ,  en  multipliant ,  ou  en 
àlvifant ,  par  un  mime  nombre  t  chacun  de  fes  termes. 
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eft  aufli  la  feptieme  partie  de  celui  de  *ja 
divifés  par  b  (n  )  ;  puifque  jb  font  feptu-N.  3 y $. 
pies  de  b.  Donc  ,  les  quotiens  de  a  divifé 
par  b ,  ÔC  de  ~ja  divifés  par  yb^  font  égaux 
(n).  Par  conféquent,  ja.  jb;;  a.  b  (n).    N"#  ^ 

Second    Cas. 

Lorfque  le  nombre  par  lequel  on  multiplie 
a  &  b  ,  eu  un  nombre  fractionnaire. 

Il  faut  démontrer  ,  par  exemple  ,   que 

—  —  :;  a.  b. 
5      5 

Démon (l.    Si  l'on   multiplie  —  &  — 

5  5 

chacun  par  leur  dénominateur  5  ?  on  a, 

3  a .  3  £  :  :  y  *  y  [d]  ;  puifque  3^  &  3^ 

font  équimultiples  de  -—  &  ~  '  Mais  3^. 
3  £  :  :  #  .  b  [d]  ;  puifque  -$a   &c  3^  font 

équimultiples  àe  a  theb.  Donc ,  —  '  —  :  * 

a  .  b  (n).  N,  350, 

Or ,  dans  l'un  comme  dans  l'autre  cas  , 
la  démonftration  refte  pareille ,  quel  que 
foit  le  nombre  par  lequel  on  multiplie  a 
tkb. 

Par  çonféquent  ?  C.  Q.  F.  D, 
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Corollaire    I. 

360.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  h 
produit  de  deux  quantités  quelconques  ,  eji 
moyen  proportionnel  entre  les  quarr-és  de  ces 
deux  mêmes  quantités. 

Le  produit  de  a  multiplié  par  b ,  en; 
moyen  proportionnel  entre  le  quarré  de  a 
ck  celui  de  b. 

Démonfl.  Si  l'on  multiplie  a  ck  b  ,  cha- 
N.  3y9  cun  par  d\  on  naa  .  ab\\a  .  b  .  (n)  :  ck  û 
l'on  multiplie  les  mêmes  a  ck  b  chacun 
N.  3j9.aurîi  par  b  ,  on  a   ab  ,  bb  ;:  a   .  b  (n). 
Donc  ,  les  rapports  de  aa   à  ab  ,  ck  de 
a£  à  ££  ,  font  égaux  chacun  au  même  rap- 
port de  a  à  £.  Par  conféquent ,  <z<z .  <z£  ;  :  ab% 
N.  3jo.^  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    II. 

361.  Il  fuit  auffi  de  ce  même  théorème, 
que  fi  quatre  quantités  font  proportion- 
nelles j  le  quarré  d'une  antécédente  ejl  au 
produit  de  cette  antécédente  multipliée  par 
fa  conféquente  ,  ce  que  le  quarré  de  l'autre 
antécédente,  ejl  au  produit  de  cette  autre 
antécédente  multipliée  auffi  par  fa  confé- 
quente. 

Si  a  .  b  :  :  c  .  d  ?  le  quarré  aa  de  a  eft 

au 
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au  produit  ab  de  a  multiplié  par  £,  ce  que 
le  quarré  ce  de  c  eft  au  produit  cd  de  c  mul- 
tiplié par  d, 

Démonjl.  Si  l'on  multiplie  a  &  b  cha- 
cun par  a ,  ona  ^.^;u  J(n):  &n,  359, 
fi  l'on  multiplie  aufïî  c  &  ^/chacun  par  c_,  on 
a  ce  .  cdn  c  .  d  (n).  Or  ,  les  rapports  de  n.  359. 
<z  à  £,  ck  de  c  à  d,  font  égaux  [h].  Donc, 
ceux  de  aa  à  ab  9  Ô£  de  ce  à  c^,  le  font 
auffi(n).  N.  350, 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION     VI. 

Théorème.  a 

361.  Si  quatre  quantités  font  proportion* 
nelles  ,  le  produit  des  extrêmes  ejl  égal  à 
celui  des  moyennes, 

O  I  a .  b  :  :  c  .  </9  le  produit  de  #  multiplié 
par  <i,  eft  égal  à  celui  de  b  multiplié  par  c, 
Démonjl.  Si  l'on  multiplie  a  &  b  cha- 
cun par  d ,  on  z  ad  .  bd  ;  1  a  .  b  (n)  :  Se  fi  N.  355. 
l'on  multiplie  auffi  c  &  d  chacun  par  b ,  on 
a  fo  .  bd  i\c  *  d(n).  Or,  les  rapports  de  n,  5 
ak  b  ,  ck  de  c  à  </,  font  égaux  [h].  Donc, 
ceux  de  ad  k  bd9  ck  de  bc  kbd,  le  font 
aufîi  (n)  ;  ck  par  conféquent,  adzft.  égal  à  N.  3?©. 
£c  (n).  N.  3  j6« 

Donc ,  C.  Q,  F,  D. 

P 
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Corollaire. 

363.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fi 
trois  quantités  font  en  pro  greffon  y  le  pro- 
duit des  extrêmes  ejl  égal  au  quarrê  de  la 
moyenne. 

PROPOSITION    VII. 
Problême. 

364.  Trouver  le  quatrième  terme  d?une  pro- 
portion 9  dont  les  trois  premiers  termes 
font  donnés  *j% 

Il  faut  trouver  le  quatrième  terme  d'une 
proportion ,  dont  les  trois  premiers  termes 
font  28 ,  32  &  49. 

Solution.  Multipliez  l'un  par  l'autre  , 
les  moyens  32  ck  49.  Divifez  par  le  pre* 
mier  terme  28  ,  le  produit  1 568.  Le  quo- 
tient 56 ,  fera  le  terme  demandé. 

Démonjl.  Puifque  dans  une  proportion, 

le  produit  des  extrêmes  eu  égal  à  celui  des 

ï.  36a.  moyens  (n) ,  28  fois  le  terme  demandé 

doit  produire  autant  que  32  fois  49.  Or  , 

32  fois  49  produifent   1568.  Donc,  28 

"I"  On  donne  ordinairement  à  ce  problême ,  tes  noms 
4e  règle  de  Proportion ,  règle  de  Trois ,  règle  d'Or,  &c. 
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fois  le  terme  demandé  produit  aufli  1568. 
Par  conséquent ,  ce  terme  eu  le  quotient 
56  de  1568  divifés  par  28. 
Donc ,  C.  Q.  F.  F. 

Corollaire. 

365.  Il  fuit  de  la  Solution  de  ce  pro- 
blême ,  que  pour  trouver  h  troifieme  terme 
d'une  progrefjîon  dont  les  deux  premiers 
termes  font  donnés  ;  il  faut  multiplier  le 
fécond  terme  par  lui-même,  &  divifer  enfuiu 
le  produit  9  par  le  premier  terme,    . 


PROPOSITION     VI  IL 

Théorème. 

366.  Si  quatre  quantités  font  telles  9  que 
le  produit  des  extrêmes  foit  égal  a  ce-* 
lui  des  moyennes  ;  elles  font  propor- 
tionnelles. 

Oi  les  quantités  a ,  b  ,  c  &  d  font  telles 
que  le  produit  de  a  multiplié  par  d,  foit 
égal  à  celui  de  b  multiplié  par  c  ;  le  rap- 
port de  a  à  b  eft  le  même  que  celui  de 
ckd. 

Dêmonjl.  Si  l'on  compare  chaque  pro- 
duit ad&bc  y  à  celui  des  conféquentes  b 

pïj 
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&  d  ;  on  a ,  ad  .  bd  \\a  .  £  ;  &bc  ,bd;i 
k.  359.c.^/(n).  Or,  les  rapports  deadàbd,  & 
N.  354.de  £c  à  W,  font  égaux  (n)  ;  puifque  les 

produits  ad  &  bc  le  font  [h].   Donc  , 

les  rapports  de  a  ïb  \  6c  de  c  à  d,  font  aufli 
^ç  ?5o.  égaux  (n). 

.    Par  çonféquent,  G.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

367.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  fi, 
trois  quantités  font  telles  9  que  le  produit 
4es  extrêmes  foit  égal  au  quarré  de  la 
moyenne  >  elles  font  en  progreffion.  [ 

Corollaire    IL 

368.  Il  fuit  de  ce  corollaire  ,  que  pour 
trouver  un  moyen  proportionnel  entre  deux 
nombres  donnés ,  il  faut  multiplier  ces  deux 
nombres  l'un  par  Vautre  ,  &  la  racine  quar** 
ïée  du  produit  fera  le  moyen  demandé*  \ 


0k 


Livre    Cinquième.     341 


PROPOSITION     IX. 
Théorème. 

369.  Si  le  premier  terme  d'une  proportion 
eji  plus  petit  ,  aujjî  grand ,  ou  plus 
grand  que  le  troijieme  ;  le  fécond  eji 
aujji  plus  petit  9  auffz  grand  9  ou  plus 
grand  que  le  quatrième  -f*. 


ANS  cette  proportion ,  a  .  h  :  ;  c  .  d  7 
le  premier  terme  a  eft  ,  ou  plus  petit  que  c 
ou  égal  à  c;  ou  plus  grand  que  c. 

Premièrement.   Si  a  eft  pîus 
petit  que  c ,  h  eft  auiTi  plus  petit  que  d. 

Démonjl.  Le  quotient  de  c  divifé  par  d, 
eft  égal  à  celui  de  a  divifé  par  b  [h]. 
Mais  ,  le  quotient  de  a  divifé  par  b  9  eft 
plus  petit  que  celui  de  c  divifé  auffi  par  b 
(n)  ;  puifque  a  eft  plus  petit  que  c  [h],  n.  5j»» 
Donc  ,  le  quotient  de  c  divifé  par  d ,  eft 
auffi  plus  petit  que  celui  de  c  divifé  par  b 
(n).  Par  conséquent  ,  b  eft  plus  petitN.  s<i3 
que  d(n);  *L  353j 

Secondement.  Si  a  eft  égal  à  c,  b 
eft  auffi  égal  à  d. 

j"  Euclide  ,  14, 

P  ii] 
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Démonji.  Le  quotient  de  c  divife  par 
d ,  eit  égal  à  celui  de  a  divife  par  b  [h]. 
Mais ,  le  quotient  de  rf  divife  par  b  ,  eft 

N-  35*»  égal  à  celui  de  c  divife  auffi  par  3  (n)  ;  puif- 
que  a  eil  égal  à  c  [  H  ].  Donc ,  le  quo- 
tient de  c  divife  par  .d,  eft  égal  à  celui  de 

n.  350.  c  divife  par  b  (n),  Par  conféquent,  b  efl 

>>'<  353.  égal  à</(n). 

Troisièmement.  Enfin ,  fî  ^eft  plus 

grand  que  c  ,  £  eil  aufîi  plus  grand  que  d, 

-,  Démonji.  Le  quotient  de  c  divife  par  d  9 

eft  égal  à  celui  de  a  divife  par  b  [h].  Mais 

le  quotient  de  a  divife  par  b  y  eft  plus  grand 

N.  352.  que  celui  de  c  divife  aufîi  par  b  (n);  puif- 

que  #  eft  plus  grand  que  c  [h].  Donc,  le 

quotient  de  c  divife  par  d ,  eft  auiïl  plus 

N.  351,  grand  que  celui  de  c  divife  par  b  (n).  Par 

N.  3J3»  conféquent ,  £  eft  plus  grand  que  ^  (n). 

Donc,C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

370.  Onfefert  de  cette  propofition  ,  pour 

examiner  fi' les  termes   (Tune  proportion 

font  ranges  dans  V ordre  quils  doivent  T être  ; 

&  par  conféquent ,   pour  connoître  fi  une, 

règle  de  Trois  ejl  directe  ou  inverfe. 

Si  Von  propofe  9  par  exemple  ,  cette 
quejlion. 

Pour  tapifîer  un  certain  appartement ,  il 
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faut  217  aunes  d'une  étoffe  qui  a  f  de  lar- 
geur ,  combien  d'aunes  faudra- t-il  d'une 
autre  étoffe  qui  a  -  de  largeur  ? 

SOLUTION.  Le  nombre  des  dunes  de- 
mandé, eji  le  quatrième  terme  dyune  propor-* 
lion  dont  les  trois  premiers  termes  font  don- 
nés. Ainfï  9  Von  commence  par  les  pofer  de    - 
la  manière  f ui  van  te. 

Si  |-  aunes  de  largeur  exigent  217  aunes 
de  longueur ,  combien  en  exigent  ^  aunes  de  7 
largeur  ? 

On  examine  enfuitefi ,  relativement  aux 
conditions  de  la  quefion,  les  termes  font 
rangés  dans  f  ordre  qu'ils  doivent  l'être.  Or , 
on  voit  qu'ils  ne  h  font  pas.  Car,  il  faudra 
moins  d'une  étoffe  qui  a  ~  de  largeur ,  qu'il 
n'en  faut  de  celle  qui  nen  a  que  %  :  &  fui^ 
vant  tordre  dans  lequel  ces  termes  font  po- 
fés ,  on  trouv croit  le  contraire  ;  puifque  | 
étant  plus  petits  que  J  ,  h  fécond,  terme  217 
feroit  auffl  plus  petit  que  le  terme  de* 
mandé  (n).  N,  369. 

Les  termes  ~  &  -font  donc  ici pofés  dans 
un  ordre  inverfe.  H  faut  donc  t  ranf porter  ~ 
du  troifleme  rang  au  premier  ;  &  ~  5  du  pre- 
mier ra?2<r  au  troifieme  :  &  comme  pa.r  cette 
inverfion  la  proportion,  deviendra  directe,  on 
trouvera  (n)  1 92  ~ pour fon  quatrième  terme^,  364, 
qui  ejl  le  nombre  des  aunes  demandé* 

Piv 
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On  feroit  les  mêmes  opérations  ,  &  ton 
trouverait  la  même  rêponfe ,  en  raifonnant 
de  la  manière  fuivante. 

21 7  aunes  de  longeur  fur  j  de  largeur 
produisent  une  fur  face  de  144  y  aunes  quar- 
N.  149.  ries  (n).  Ainfi^  il  s'agit  de  trouver  h  nom- 
bre qui  étant  multiplié  par  ~  ,  produira  la 
même  furface.  Or ,  pour  le  connoître  9  on 
divife  144  f  pw\;  &  le  quotient  192  |  eft 
ce  nombre. 

JDonc,C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     X. 
Théorème. 

371.  Si  quatre  quantités  de  même  genre  ^ 
font  proportionnelles  9  elles  le  font  auffi 
étant  échangées  *J* . 

O  I  le  rapport  de  a  à  b  eft  égal  à  celui 
de  c  à  d  ;  le  rapport  de  a  à  c  eft  auffi  égal 
à  celui  de  b  à  d, 

Dêmonft.   Puifque  a  .  b  \\c  .d  [h]  ,  a 

contient  b  de  la  même  manière  dont  c  con- 

N.  330.  tient  d  (n),  Donc  ,  a  &  c  font  équimulti- 

j-  Euclide,  16. 

f  On  ne  peut  faire  d'échange  ,  que  lorfque  tous  les 
termes  d'une  proportion  font  de  même  genre.  Puifque, 
fi  a  étant ,  par  exemple  ,  une  ligne ,  c  étoit  une  furface  , 
il  n'y  aurc-it  aucun  rapport  de  a  à  c* 
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pies  de  b  êk  d.  Par  conféquent ,  a  .  c  :  : 
b  .d(n).  n.  35^. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  D, 

Corollaire    L 

371.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  fi 
quatre  quantités  font  proportionnelles  ,  elles 
le  font  aufjî  étant  renverfées. 

Si  le  rapport  de  a  à  b  eft  égal  à  celui  de 
c  à  d ;  le  rapport  de  b  à  a  efï  aufîi  égal  à 
celui  de  </  à  c. 

Dêmonfl.  a ,b;\  c  .  d  [h].  Ainfi ,  en 
échangeant  (n),  # .  c  ::  bt  d;  &  par  con-  H-  37  *t 
quent,  £  .  ^  :  :  a .  c .  Donc ,  en  échangeant 
encore  ',  b  .  a  :  :  d .  c. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  D, 

Corollaire     IL 

373.  Il  fuit  auffi  de  ce  même  théo* 
rême  ,  què^z  quatre  quantités  font  propor- 
tionnelles ;  le  quarré  d?une  antécédente  efb 
à  celui  de  fa  conféquente  ?  comme  le  produit 
des  antécédentes  ejl  à  celui  des  conféquentes , 

Si  a  .  b  :  :  c  .  J,  le  quarré  de  *z  efî.  à  celui 
de  £,  comme  le  produit  de  ^  multiplié  par 
c  ^  efî:  à  celui  de  b  multiplié  par  d. 

Démonfi.  a  .  b  :  ;  c . ,  d<  [h].  Donc,  en 
échangeant  y  a  .  c  ,\\b  ,  d  (  n  ).  Mais ,  H,  371., 

Pv 
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N.  îoi.aa  .  ac\\bb  .  bd(n).  Donc ,  en  échangeant 
encore ,  aa  .  bb  ;  l  ac  .  bd. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION     XL 

Théorème. 

374,  5/  quatre  quantités  font  proportion» 
nèlhs  ,  e//es  U  font  aujjî  étant  divifées  -jv 

O I  le  rapport  de  tf  à  £  en*  égal  à  celui  de 
c  k  d  ;  le  rapport  de  *z— £  à  £ ,  eft  auffi  égal 
à  celui  de  c—  d  a  */. 

Démonji.  Le  quotient  de  £— £  divifé 
par  £,  eft  plus  petit  d'une  unité  que  celui 
de  a  divifé  par  b  :  &  le  quotient  de  c— </ 
divifé  par  d ,  efî:  auffi  plus  petit  d'une 
tinité  que  celui  de  c  divifé  par  d.  Mais ,  les 
quotiens  de  a  divifé  par  b,  &  de  c  divifé 
par  d,  font  égaux  [  H  J.  Donc  ,,  ceux  de 
a—b  divifé  par  b ,  <k  de  c— d  divifé  par  d  , 
n.  64.  le  ^>nt  auffi  (  n  ).  Par  conféquent ,.  a—b  a 

a.  i^.b  ::c—d .  d(n)+ 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    L 

375.  Il  fuit  de  ce  théorème  ^  que  P<?£r 

J|  Eaiclide  y  vfr 
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ne  change  point  un  rapport  9  en  retran- 
chant de  chacun  de  fes  termes  ;  pourvu 
que  ce  que  Von  retranche  du  premier  terme. 
foit  à  ce  que  F  on  retranche  du  fécond  s 
comme  ce  premier  terme  ejl  au  fécond  -J\ 

Si  le  rapport  de  a  à  h  eft  égal  celui  de 
c  kdy  la  différence  des  antécédentes  a  6k  cf 
eft  à  celle  des  conféquentes  b  (k  d9  ce  que 
a  eft  à  b. 

Démonfl.  a  .  h  :  \  c  .  d .  [h].  Donc  ^  en 
échangeant  a  *  ci:  b  ,d  (n).  Mais  >  en  di-  tf.  271. 
vifant ,  <*— c .  c  :  :  b~d  .  d  (n).  Donc  ,  enN.  J74, 
échangeant  encore  3  a—c.  b—d\  \  ç  ,  d;  ck 
par  conféquent ,  ce  que  a  eft  à  b, 

Donc,C  Q.  F.  D. 

Corollaire    IL 

376.  Il  fuit  de  ce  corrollaire ,  que  fi 
deux  quantités  qui  font  divifées  chacune 
en  deux  parties  $  font  telles ,  que  ces  deux 
quantités  ,  &  leurs  premières  parties  f oient 
proportionnelles  ;  ces  deux  mêmes  quan* 
tités  ,  &  leurs  fécondes  parties  le  font 
auffi\. 

Si  le  rapport  detf-f-£àc  +  </eft  égal  k 
celui  de  a  à  c;  il  l'eft  aufîi  à  celui  de  b> 
à.  d. 

Démonfi.  Puifque  a+b ,  c-{*d  lia.  c  [h]  £ 

"\  Euclide  y  j, 

P  Vî 


348      LES   ELÉMENS    D'EL'CLIBE, 
fi  l'on  retranche  *z  de  a-\-  b  ,  &  câec-\-d, 
les  reftes  b  &.  d  font  entr'eux  ce  que  a-\-b 
N.  37î«eftà  c-f</  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

1—1 «  ■■  »    1 » «iiiiwii    m^«»»  Il       I     i»»»«ii   J 

PROPOSITION     XII. 
Théorème. 

377.  5*  quatre  quantités  font  proportion' 
nettes  ;  elles  le  font  auffi  étant  compo- 
fées  *j*. 

ô  1  le  rapport  de  a  à  b  eft  égal  à  celui  de 
c  à  d  ;  le  rapport  de  <z  -\-b  à  £,  eft  aufïi 
égal  à  celui  de  e  -j-  d  à  </. 

Démonjl.  Le  quotient  de  #-{-£  divifé 
par  £  ,  eft  plus  grand  d'une  unité  que  celui 
de  a  dîvii  e  par  £  :  &£  le  quotient  de  c-f-^ 
divifé  par  d,  eft  auftî  plus  grand  d'une 
unité  que  celui  de  c  divifé  par  d.  Maist 
les  quo  tiens  de  a  divifé  par  b  ,  6k  de  c  di- 
vifé par  ^,  font  égaux  [h].  Donc,  ceux 
de  a  -\-b  divifé  par  b ,  &  de  c-}-</  divifé 
K.  64.  par  ^,  le  font  aufli  (n).  Par  conféquent  P 
H.  330.  a  ~\-b  »b:\  c-\-d  .d  (n). 

Donc,  C.  Q,  F,  D* 

■f  Euçlide,  180 
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Corollaire    I. 

378.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fi 
quatre  quantités  font  proportionnelles  ;  elles 
le  font  auffi  étant  converties. 

Si  le  rapport  de  a  à  b  eft  égal  à  celui  de 
c  à  d  ;  la  rapport  de  a  -j-  b  à  a  ,  eft  aufli 
égal  à  celui  de  c  -|-  d  à  c. 

Démonfl.  a  .  b\\  c  .d  [h].  Donc  ,  en 
renverfant,  b .  a\\  d.  c  (n).  Par  confé-N.  3720 
quent ,  en  compofant ,  <z  -f  £  ,  #  M  c-f-  */ , 
c(n).  N.  377» 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

C  O  RO  LLAIRE      lî. 

370.  Il  fuit  auffi  de  ce  même  théo- 
rème ,  que  Von  ne  change  point  un  rapport  y 
en  ajoutant  à  chacun  defes  termes  ;  pourvu 
que  ce  que  Von  ajoute  au  premier  terme  foit 
à  ce  que  Von  ajoute  au  fécond ,  comme  ce 
premier  terme  efl  au  fécond  *}*. 

Si  le  rapport  de  a  à  b  eft  égal  à  celui  de 
cà  d  ;  îa  fomme  des  antécédentes  a  ôt  c  , 
eft  à  celle  des  conféquentes  b  &  d  9  ce  que 
àeftàb. 

Démonfl.  a .  b  ::  c.  d  [h].   Donc  ,  en 
échangeant,  a.  ci:  b  .  d  (n).  Mais  ,  enN,  37^ 
compofant,  a-\-c .  c:  :  b-\-d,  d  (n),  DonCjN.  377» 

j-  Euclide,  1  §c  12» 
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en  échangeant  encore ,  a-\-c ,  b-\-d\  \c  .  d  ; 
ck  par  conféquent,  ce  que  a  efl:  à  b. 
Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    III. 

380.  Il  fuit  de  ce  fécond  corrollaire  , 
que  dans  une  progrefjlon  ;  un  conféquent 
quelconque  moins  fon  antécédent ,  eji  à  cet 
antécédent ,  ce  que  le  dernier  terme  moins  h 
premier ,  efl  à  la  fotnmi  de  tous  les  termes 
qui  précèdent  le  dernier. 

De  cette  progre/Tion ,  H  d  •  b  *  c  .  d .  e  *  f* 
g;  on  conclut  cette  proportion,  b—a.a 
:  :  g— a,  a  4-  b  +  c  -{-  d  +  e  +/] 

Démonjr.  Puifque  [h] ,  a  ,  b  ,  c,  </,  e , 
f&  g  -i  font  en  progreflion  ;  # .  b  :  :  £ . c  :  : 

».  334-  c.  d.::d.e;:e.f;  :f.g(n).  Donc,^  eu 
h  b,  comme  la  Tomme  des  antécédens  a  , 
b  ,  c  y  d  ?  e  &  /*,  eft  à   celle  des  confé- 

n.  379.  quens  b,  c-9d  9  e  9f  &  g  (n).   Par  con- 

N.  372.  féquent ,  en  renverfant  (n)  ,  b.  a\\b  -\-c 
+  d  -f  e  -\-f-\-  g.    a  -{-  b  +  £  4-  ^+  «  +/. 

N.  374.  Mais ,  en  divifant  (n)  ,  b—a  .a;\b-\-c-\- 
d-{-e-\-f~{-g—a  —  b-r-c  —  d—e—f,  a-\-b-\* 
c  -f-  d-\-  e  -f-  f.  Donc  ,  puifque  le  troifîeme 
ferme  b  -{-  c  -f-  &c.  ne  vaut  que  g—  a,  cette 
dernière  proportion  fe  réduit  à  celle-ci^ 
£— a  .  a  :  :  ^—  #  .iz-f^  +  ^  +  ^-r-e  +  jC 

Par  conféquent  >  C.  Q.  F,  D. 
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Corollaire    IV. 

38 1 .  Enfin  ,  il  fuit  de  ce  dernier  co- 
rollaire ,  que  dans  une  progreffion  ,  fi  le 
fécond  terme  ejl  double  du  premier  ;  le 
dernier  moins  le  premier  3  ejl  égal  à  la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  précèdent 
le  dernier  :  fi  le  fécond  terme  ejl  triple  du 
premier;  le  dernier  moins  le  premier  9  ejl 
double  dé  cette  fomme  :  fi  le  fécond  terme 
ejl  quadruple  du  premier  ;  le  dernier  moins 
le  premier  )  ejl  triple  de  cette  même  fomme  ; 
&  dinfi  de  fuite. 

Dans  cette  progreffion,H-tf  .b.c.  6tc. 
(dont  nous  repréfentons  le  dernier  terme 
par  {  ;  &  par  s  la  fomme  de  tous  les  ter- 
mes qui  précèdent  \  ),  û  b  eft  double  de  a9 
\—a  èft  égal  à  s  :  fi  b  eft  triple  de  a  ,  £— a 
eft  double  de  s  :  û  b  eu  quadruple  de  a  5 
{—  a  eft  triple  de  s  .-  ck  ainiî  de  fuite. 

Démonjl.  b—a  .  a  '.*.  £—a  .  sr  (n).  N.  380» 

Donc ,  Premièrement.  Si  b  eft  double 
de  a  j  b—a  eu  égal  à  a.  Par  conféquçnî  9 
l~-a  Feft  aufli  à  s. 

Secondement.  Si  b  eft  triple  de  a  9  b—a, 
eft  double  de  a.  Par  conféquent ,  £— a  l'eft 
auffi  de  s. 

Troifiimement*  Si  b  eft  quadruple  de  ay 
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h—a.efk  triple  de  a.  Par  conféquent,  {— a 
l'eft  aufli  de  s.  Et  ainu"  de  fuite. 
Donc ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XIII.    : 

Problême. 

382.  Divifer  une  quantité  donnée  9  propor- 
tionnellement aux  parties  aujjl  données 
a" une  autre  quantité  *{*. 

1  L  faut  divifer  225  ,  en  parties  qui  foient 
proportionnelles  aux  parties  36 ,  48  &  66  9 
de  150, 
N-  3^4-  Solution.  Cherchez  (  n  )  les  quatrièmes 
termes  54,  72  &  99  de  ces  trois  propor- 
tions, 150.  225  ::  36  .  *  :  :  48  .  *::66  . 
*   ;  ils  feront  le&  parties  demandées. 

Démonfl,  Suivant  ce  qui  eft  propofé  , 
■  il  faut  que  36  foit  à  la  première  partie 
demandée  ,  ce  que  48  eft  à  la  (econde  , 
ce  que  66  eft  à  la  troifieme.  Ainu*  ,  les 
trois  parties  données  font  les  antécédens 
d'une  proportion  ,  dont  les  trois  parties 
demandées  font  les  conféquens. 

Or ,   dans  une  proportion  ,  la  fomme 

j*  On  donne  ordinairement  à  ce  problême ,  le  nom  de 
règle  de  Compagnie. 
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des  antécédens  eft  à  celle  des  conféquens  , 
ce  qu'un  antécédent  quelconque  efl  à 
Ton  conféquent  (n).  n.  379. 

Donc,  la  fomme  150  des  trois  par- 
ties données,  eft  à  la  fomme  225  des  trois 
parties  demandées  ;  ce  que  la  première 
partie  donnée  36  ,  eft  à  la  première  partie 
demandée  ;  ce  que  la  féconde  partie  don- 
née 48 ,  eft  à  la  féconde  partie  demandée; 
ce  que,  &c. 

Par  conféquent ,  pour  trouver  ces  trois 
parties  demandées,  il  faut  faire  (n)  les  trois  n.  364. 
règles  de  proportion  ,  qui  font  ordonnées 
par  la  folution. 

Donc ,  C.  Q.  F.  F. 

PROPOSITION     XIV, 

Thé  orê  me. 

383.  Si  V on  multiplie  9  ouji  Von  divife  9 
par  ordre  les  termes  de  deux  propor- 
tions ;  les  produits  9  ou  les  quotiens  , 
font  proportionnels  *j*. 

^  1  l'on  multiplie  les  termes  de  cette 
proportion,  a .  b  \  \  c  .  d,  par  ceux  de  cette 
autre  proportion  e  .  /:  :  g .  h  9  chacun  par 

"f  On  énonce  quelquefois  ainfi  ce  théorème  :.  Les  rap- 
ports qui  font  compofés  de  rapports  égaux  ,  font  auffi 
égaux. 
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chacun  ,  les  produits  ae  >  bfy  cg  ck  dh  9 
font  proportionnels. 

Démonji.  a  .  b  .  :  :  c  .  </[h],  Ainfi  ,  en 

N.  371. échangeant ,  a .  cy.b  .  d  (n).  Donc  ,  û 
l'on  multiplie  les  deux  premiers  termes 
chacun  par  e ,  ck  les  deux  derniers  chacun 

N.  35^.  par  /,  on  a  ae  .  ce  :  :  bf.  df  (  n).  Par 
conféquent ,   en  échangeant  encore  ,  ae, 

*•  37**  bf::  ce  .  ^/'(n)- 

Pareillement ,  e .  f:  :  g .  h ,  [h].  Ainfï, 

n.  371.  en  échangeant ,  e .  g::f.  h  (n).  Donc  , 
fi  l'on  multiplie  auiîl  les  deux  premiers  ter- 
mes chacun  par  c ,  ck  les  deux  derniers  , 
chacun  par  d  ;  ona,  ce  .  cg::  df .  dh 

n.  359.  (n).  Par  conféquent,  en  échangeant  en- 
core 9  ce  .  df:  :  cg .  dh. 

Ainfî ,  les  rapports  de  ae  à  bf,  &  de  cg 
à  dh ,  font  égaux  chacun  au  même  rap- 
port de  ce  k  df    Donc  ,  ££ .  bf  ::  cg . 

N.  35a  i/A  (n). 

Et  n  l'on  divife  les  termes  de  cette  pro- 
portion ,  a  .  £  :  :  c  .  r£ ,  par  ceux  de  cette 
autre  proportion,  e  .f:  :  g.  h,  chacun  par 

chacun  ;  les  quotiens-'  ^'  -  ck  -  font 
auffi  proportionnels. 

L 

Démonji.  Si  l'on  multiplie  -  01  „  cha- 
cun  par    le   même   produit    ef9  on  a  9 
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c  d 

Et  fi  Ton  multiplie  aufli  -  &  T  chacun 

par   le  mémo    produit  gh9  ona,  -• - 

ë    à 

:  :  ch.  dg  (n).  N.  i &. 

Mais ,  les  rapports  de  af  à  be,  &  de 
ck  z  dg 9  forit  égaux  [d]  ;  puisqu'ils  font 
les  produits  des  termes  dé  ces  deux  pro- 
portions a.  £  ;:c  .  d  ,&f.e;;  k  .  g ,  mul- 
tipliés par  ordre.  Donc ,  les  rapports  de 

-à^Scde-à^*  font  aufîl  égaux  (n),  n.  350. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire, 

384.  Il  fuit  de  la  première  partie  de 
ce  théorème ,  que  les  puiffances  pareilles 
des  termes  d'une  proportion  ,  font  propor- 
tionnelles :  &t  de  la  féconde  partie  9  que 
les  racines  pareilles  des  termes  d'une  propor- 
tion 3  font  aujfi  proportionnelles* 
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— — — — — —  I        — ————»—. —————— > 

PROPOSITION    XV. 

Théorème. 

385.  i^  quartés  font  entreux  en  rapport 

doublé  de  celui  de  leurs  racines  ;  les  cubes  , 

en  rapport  triplé  :  les  quatrièmes  puif- 

fan  ces  ?  en  rapport  quadruplé  :  &  ainji 

de  fuite. 

J-'  E  rapport  du  quarre  de  a  au  quarré  de  b, 
eft  doublé  du  rapport  de  a  à  b  :  celui  du 
cube  de  a  au  cube  de  b ,  en  eft  triplé  :  ce- 
lui de  la  quatrième  puifïance  de  a  à  la  qua- 
trième puiiïance  de  b  9  en  eft  quadruplé  t 
ck  ainfi  de  fuite. 

Démonfl.  Si  a  étant  ,  par  exemple  9  les 
j  de  b  ,  on  multiplioit  a  ck  b  ,  chacun  par 
b  ;  le  produit  ab  feroit  auffi  les  j  du  pro- 
N.  359.  duit  £î>  (n). 

Mais ,  au  lieu  de  multiplier  a  par  b ,  on 
le  multiplie  par  a ,  qui  eft  les  £  de  £  [h]. 
Donc ,  le  produit  aa  eft  les  ~  des  \  du 
produit  bb. 

Or ,  puifque  aa  eft  les  |-  des  £  de  ££ ,  le 
rapport  de  <z<z  à  ££  eft  celui  de  5  à  6  9  ré- 
pété deux  fois.    Donc  ,  il  eft  doublé  de 
N.  346.  ce  dernier  rapport  (  n  )  ;    6k  par  confé- 
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quent  ,    de  celui  de  a  à  b  ,   qui  eft    le 
même  [h]. 

Pareillement ,  fi  l'on  multiplioit  aa  8c 
bb ,  chacun  par  b  ,  le  produit  aab  feroit 
encore  les  |  des  -  du  produit  bbb  (n).         n.  359. 

Mais  y  au  lieu  de  multiplier  aa  par  b  , 
on  le  multiplie  par  a ,  qui  eft  les  \  de  b , 
[h].  Donc ,  le  produit  aaa  eft  les  j  des 
|-  des  ~  du  produit  £££. 

Or ,  puilque  aaa  eft  les  |  des  |  des  |-  de 
bbb,  le  rapport  de  ###  à  bbb  eft  celui  de  5  à 
6  répété  trois  fois.  Donc,  il  eft  triplé  de  ce 
dernier  rapport  (  n  )  ;  &  par  conféquent ,  n,  347* 
de  celui  de  a  à  b  ,  qui  eft  le  même  [h].  Et 
ainfi  de  fuite. 

Or ,  la  démonftration  refte  pareille , 
quel  que  foit  Fexpofant  du  rapport  de  4 
à  b. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

386.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  dans 
une  progrejjion  ,  le  quatre  du  premier  terme 
eji  au  quarrê  du  fécond,  ce  que  le  premier 
terme  efl  au  troifîeme  :  le  cube  du  premier 
terme  efl  au  cube  du  fécond ,  ce  que  le  pre- 
mier terme  eft  au  quatrième  :  la  quatrième 
puiffance  du  premier  terme  efl  a  la  quatrième 
puiffance  du  fécond ,  ce  que  le  premier  terme 
efl  au  cinquième  :  &  ainfi  de  fuite. 
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Dans  cette  progreffion  H-  & .  b  .  c .  </.  e. 
/*.  &c.  le  quarré  de  <z  eft  à  celui  de  £,  ce 
que  <z  eft  à  c  :  le  cube  de  a  eft  au  cube  de 
£  ,  ce  que -a -eu.  àd:  la  quatrième  puhTance 
de  a  eft  à  la  quatrième  puifîance  de  b9  ce 
que  a  eft  à  e  ;  ck  ainiî  de  fuite. 

Démonfl.  Le  rapport  du  quarré  de  tf  au 

quarré  de  b  ,  &  le  rapport  de  ^  à  c  ,  font 

doublés  ?  l'un  &  l'autre  ,  du  même  rap- 

n.  38^  port  de  a  à  b  (n).  Donc  ,  ils  font  égaux. 

Pareillement.  Le  rapport  du  cube  de  a 

au  cube  de  b  ,  &  le  rapport  de  a  à  d  ^  font 

triplés ,  l'un  &:  l'autre  ,  du  même  rapport 

*?•  58J'  de  *z  à  £  (n).  Donc ,  ils  font  aufti  éeaux. 
&  348.  r     •>  vvÀ 
Et  ainii  ae  fuite. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

COROLLAI  RE      I  I. 

387.  Il  fuit  de  ce  corollaire*:  Premiè- 
rement ?  que  pour  trouver  un  moyen  pro- 
portionnel entre  deux  nombres  quelconques 

N.  364.  a  &  b  ,  il  faut  cîiercher  (  n  )  le  quatrième 
terme  de  cette  proportion ,  a  .  b  :  :  aa  .  *;  & 
extraire  enfuite  la  racine  quarrée  de  ce  qua- 
trième terme. 

Secondement ,  que  pour  trouver  le  pre- 
mier de  deux  moyens  proportionnels  entre 
deux  nombres  quelconques  a  &  b  ,  il  faut 

M»  364-  chercher  (n)  le  quatrième  terme  de  cette pro- 
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portion ,  a  .  b  :  !  aaa  .   *;  &  extraire  enfuite 
la  racine  cube  de  ce  quatrième  terme. 

Troiiiémement ,  que  pour  trouver  le  pre- 
mier de  trois  moyens  proportionnels  entre 
deux  nombres  quelconques  a  &  b ,  il  faut 
chercher  (n)  le  quatrième  terme  de  cette  pro-n.  364. 
portion  a  .  b  :  :  aaaa  .  *;  &  extraire  enfuite 
la  racine  quatrième  de  ce  quatrième  terme. 

Et  ainiî  de  fuite. 


PROPOSITION     XVI. 

Thé  orême. 

288.  Dans  une  proportion  a" égalité  or- 
donnée ;  le  premier  &  le  dernier  terme 
du  premier  rang  ;  &  le  premier  &  le 
dernier  terme  du  fécond  rang  ,  font  pro- 
portionnels *{*. 

O  I  les  quantités  a  ,  b  &  c ,  d  ,  e  &/,  for- 
ment une  proportion  d'égalité  ordonnée  ; 
le  rapport  de  a  à  c  eft  le  même  que  celui 
àtdïf 

Démonjl.  a  tb\\  d  .  e\  &C  b  .  c  .  Il  e  ,f 
(n).  Donc  ,  en  échangeant ,  a  .  d  ;  :  b .  e ,  n.  341. 
&  b  .e::c.f(n\  N.  371» 

f  Evclide  r%z. 
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Ainji  ,  les  rapports  de  a  à  </,  &  de  c 

à  /,  font  égaux  chacun  au  même  rapport 

N.  350.  de  b  à  e.  Donc  ,  a  .  d  \  \  c  ./  (n)  ;  ck  par 

conféquent ,  en  échangeant ,  a.  c\\ d  .  f. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XVII. 

T  H  ÉORÊME, 

389.  Dans  une  proportion  d'égalité  trou- 
blée ;  le  premier  &  le  dernier  terme  du 
premier  rang  >  &  le  premier  &  le  dernier 
terme  du  fécond  rang  ,  font  proportion- 
nels *j\ 

«3 1  les  quantités  a,b&c,d,e  &f,  for- 
ment une  proportion  d'égalité  troublée  ; 
le  rapport  de  a  à  c  eft  le  même  que  celui 
de  dàf 

N.  342.  Démonfh,  a  .  b  \\e .  f;  fk  b  .  c  :  :  d .  e  (n). 
Donc  ,  fi  Ton  multiplie  par  ordre  les 
termes  de  ces   deux   proportions ,  on  a  , 

N.  38$.  ab  .  bc  :  :  ed .  efÇp).  Ainfî  ,  fi  l'on  divife 
les  deux  premiers  termes  chacun  par£,  ÔC 
les  deux  derniers  chacun  par  ejoni9a,c 

N.  3çj.:  :d .  f  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

•f  Eyiclid&,  23. 

PROPOSITION 
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PROPOSITION    XVIII. 

Thé  o  rême. 

390.  Si  jix  quantités  font  telles  9  que  les 
quatre  premières  foient  proportionnelles  ; 
&  que  la  cinquième  9  la  féconde ,  la 
Jîxieme  9  &  la  quatrième  y  le  foient  auffi: 
la  fomme  de  la  première  &  de  la  cin- 
quième efl  à  la  féconde  9  ce  que  la  fomme 
de  la  troijieme  &  de  la  fixieme  efl  à  la 
quatrième  *j\ 

jl  les  fîx  quantités  a9  b 9c,  d,  e  Sc/^ 
font  telles  que  ,  a  B  b  :  :  c  .  d;  ck  que  e . 
b\\f,  d  ;  le  rapport  de  a  -j-  e  à  b  9  eft 
le  même  que  celui  àec-\-fà  d. 

Démonfl.  [  H  ]  a  .  b  ;  :  c  .  d;   &e .  b 
l\f.  d,  Donc  ,   en  échangeant ,  a  .  c\  : 
b  ,  d  ,  &  e  ?  / ':  :  b  .  d  (n).   Par  confé-N.  371, 
quent ,  a  ,  c\\e  .f  (n).  N.  350. 

Mais  ,  en  échangeant  encore  ,  a  ,e\\ 
c  .  /]  Donc  ,  en  compofant,  <z-{-£.  e  :: 
c  +  /* ./  (n).  Par  conséquent ,  en  échan-N 
géant  pour  la  troifieme  fois,  a  +  e  .  c  4- 

Or,  e  .f:\b.d  [d].  Donc  ,  rf  +  e  .  c  + 

"£"  Euclide ,  24, 

Q 
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H»  350,/:  :£  .  d(n).  Par conféquent ,  en  échan- 
geant pour  la  quatrième  fois ,  a  •+■  e  .  h 

::c  +  /.  d. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     XIX. 

Théorème. 

391.  Si  quatre  quantités  font  proportion* 
nelUs  ;  la  fomme  de  la  plus  grande  & 
de  la  plus  petite  ,  ejl  plus  grande  que 
celle  des  deux  autres  *f*. 


»ï  les  quatre  quantités  a,  b  ,  c,  8c  d  9 
dont  a  eft  la  plus  grande  &  d  la  plus 
petite,  font  proportionnelles  ;  la  fomme 
a  -{-  d,  de  a  &C  de  </,  eft  plus  grande  que 
la  fomme  b  +  c  de  b  6k  de  c. 

Démonfl.  [h]  #  .  £  :  *  c  .  </.    Donc, 

H.  375.  **"**c  «  c  •  •  ^-"^  •  ^  (n  )•  Par  conféquent , 
puifque  c  eft  plus  grand  que  d  [h]  ,  a— c 

«  l6g#  eftaufli  plus  grand  que  b— d  (n).  Or,  puif- 
que a—  c  eft  plus  grand  que  b— d ,  fi  l'on 
ajoute  à  chacun  la  même  quantité  c-\-d^ 
la  première  fomme  a—c-\-c-{-  d ,  fera  aufîi 
plus  grande  que  la  féconde  b  —  d-\-  c<\-d 
%  61* (n)-  Mais ,  -~  c  -f-c  fe  détruifent ,  de  même 
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que—  d  +  d.  Donc  ,  la  première  fomme 
a  -j-  d  eft  plus  grande  que  la  féconde  b-\-  c. 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

USAGES 

Des  Progreffions  géométriques. 

Question   Iere- 

392.  On  fuppofe  quun  père  de  famille 
a  eu  deux  enfans  ;  que  chacun  de  ces  deux 
enfans  en  a  eu  deux  autres  ;  &  ainfl  de 
fuite  :  &  Von  demande  de  combien  de 
perfonnes  a  dû  être  fa  quinzième  géné- 
ration. 

Solution.  Le  nombre  des  perfonnes 
demandé  eft  le  quinzième  terme  d'une 
progreffion  9  dont  le  premier  terme  eft 
2  ,  &  dont  l'expofant  du  rapport  du  fé- 
cond terme  au  premier ,  eft  auffi  2.  Or 
(n)  ,  dans  une  progreffion ,  le  quinzième  n.  349. 
terme  eft  le  produit  du  premier,  multi- 
plié par  la  quatorzième  puiftance  de  l'ex- 
pofant du  rapport  du  fécond  terme  au 
premier.  Donc  ,  fi  on  élevé  l'expofant 
2  à  fa  quatorzième  puifTance  ,  que  l'on 
trouvera  de  16384;  ck  û  l'on  multiplie 
le  premier  terme  (lequel  eft  auffi  2) ,  par 
cette  quatorzième  puuTance  ,  le  produit 
32768  fera  le  nombre  demandé. 
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Autre.  Quejlion, 

393.  Un  tuteur  doit  àfon  pupille  1 2000  /, 
de  capital ,  avec  les  intérêts  des  intérêts  au 
denier  20  ,  pendant  8  années.  On  demande 
combien  il  doit  payer  à  la  fin  de  cette  hui- 
tième année. 

Solution.  Ce  capital,  avec  les  in- 
térêts des  intérêts ,  pendant  8  années , 
eft  le  huitième  terme  d'une  progreflion  9 
dont  le  premier  eft  12000  ;  &  dont 
l'expofant  du  rapport  du  fécond  au  pre- 
*i.  349.  mier ,  eft  ~^.  Ainfi  (n)  ,  fi  l'on  multiplie 
1 2 000  par  la  feptieme  .puhTance  de  —•  2  le 
produit  16885  liv,  4  f \  1  den.p.p.  fera  la 
dette  demandée. 

Question    II. 

304.  Un  particulier  a  20  diamans.  Il 
propofe  de  les  vendre  ,  à  condition  qrfon 
lui  paiera  6  den.  du  premier  ,18  du  fécond \ 
54  du  troifîeme  ;  &  ainfi  de  fuite,  On  de- 
mande le  prix  de  ces  20  diamans. 

Solution.  Le  prix  demandé  eft  la 
fomme  de  tous  les  termes  d'une  progref- 
fion  qui  en  a  20  ,  dont  le  premier  eft  6  ; 
èk  dont  l'expofant  du  rapport  du  fécond 
N.  381.  au  premier  ,  eft  3.  Or  (n),  dans  une 
progrefllon  de  20  termes  ?  dont  l'expo- 
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fant  du  rapport  du  fécond  terme  au  pre- 
mier eft  3  ;  la  Tomme  des  19  premiers  ter- 
mes eft  la  moitié  de  la  différence  du  pre- 
mier terme  au  vingtième.  Àinfi ,  l'on  com- 
mencera par  chercher  le  vingtième  terme 
(n)  ,  que  Ton  trouvera  de  6973568802^.  349, 
De  ce  vingtième  terme  ,  on  retranchera 
le  premier  (  lequel  eft  6  )  ,  &  il  reftera 
6973568796.  On  prendra  la  moitié  de 
ce  refte,  afin  d'avoir  la  fomme  3  4867843  98 
des  19  premiers  termes.  Enfin,  à  cette 
fomme  on  ajoutera  le  vingtième  terme  ; 
&  la  fomme  10460353200  deniers,  ou 
ou  43584805  livres,  fera  le  prix  de- 
mandé. 

Question    llh 

395.  Un  particulier  a  mis  70  huis  cCof 
fur  un  vaiffeau  ,  pour  commercer  dans  les 
Pays  étrangers.  Au  bout  d'un  an  9  ce 
vaiffeau  a  rapporté  les  70  louis  ,  avec  un 
certain  profit.  On  a  remis  le  tout  fur  un 
autre  vaijfeau  ,  qui  au  bout  d'un  an  ,  a 
rapporté  le  mime  profit  que  le  premier ,  à 
proportion.  Ayant  ainji  continué  à  faire  la 
même  chofe  chaque  année  ,  le  vaiffeaii  qui 
efi  revenu  à  la  fin  de  la  dixième  ?  a  rapporté 
35<ô40  louis  ,  tant  pour  capital  que  pour 
gain.  On  demande  en  quelle  proportion  ce,, 
capital  a  augmenté  chaque  année. 

Qiij 
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Solution,  II  s'agit  de  trouver  l'expo- 
fant du  rapport  qui  règne  dans  une  pro- 
gVeflion  de  10  termes  ,  dont  le  premier 
n.  349. efl  70,  &  le  dernier  35840.  Gr  (n)  9 
dans  une  progreflion  ,  le  dixième  terme 
erl  le  produit  du  premier  multiplié  par  la 
neuvième  puiiïance  de  l'expofant  du  rap- 
port du  fécond  au  premier.  Donc  ,  ii  l'on 
divife  35840  par  70,  le  quotient  512  fera 
cette  neuvième  puirïance.  Par  conséquent, 
fi  l'on  extrait  la  racine  neuvième  de  ce 
quotient  ,  le  nombre  2  que  l'on  trouvera 
pour  cette  racine  ,  fera  cet  expofant.  Ainfi, 
la  féconde  mife  a  été  double  de  la  pre- 
mière ;  la  troirieme  ,  double  de  la  féconde  ; 
ck  ainfi  de  fuite. 

Question    IV. 

396.  Un  particulier  a  de  très-beaux  che- 
vaux, II  confent  de  les  vendre  tous  à  la 
même  perfonne  9  Ji  elle  veut  lui  payer  4  de- 
niers du  premier  9  12  du  fécond ,  36  du 
troijieme  ,  &  ainji  de  fuite  ;  de  manière 
que  le  dernier  reviendroit  à  708588  deniers. 
On  demande  combien  ce  particulier  a  de 
chevaux  à  vendre, 

S  OLU  Tl  o  N,  Il  s'agit  de  trouver  le 
nombre  des  termes  d'une  progreflion  , 
dont  on  connoît  le  premier  terme  4,  le 
dernier    708588  3    ck  l'expofant    3    du 
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rapport  du  fécond  au  premier.  Or  (  n  )  ,  N  ^ 
puifque  7085&8  eft  le  dernier  terme  d'une 
progrefïïon  ,  il  eft  le  produit  du  premier 
terme  4  ,  multiplié  par  une  certaine  puif- 
fance  de  l'expofant  3  ,  plus  petite  d'une 
unité  que  le  nombre  des  termes  que  l'on 
cherche.  Ainfî ,  fi  on  le  divife  par  4 ,  le 
quotient  177 147  fera  cette  certaine  puif- 
fance  ;  ck  par  conféquent ,  pour  connoî- 
tre  ce  nombre  des  termes  ,  il  faut  cher- 
cher le  degré  de  cette  puiffancê.  Or  * 
pour  le  trouver ,  on  élèvera  l'expofant  3 
de  puiffancê  en  puiffancê,  jufqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  former  ce  même  nombre 
1 77147.  Et  comme  ce  ne  fera  qu'en  l'éle- 
vant à  la  onzième  puiffancê  que  Ton  y 
parviendra ,  on  en  conclura  que  la  pro- 
grefïion dont  il  s'agit  a  1 2  termes  ;  Se  que 
par  conféquent ,  le  nombre  des  chevaux 
demandé  efl  12. 

Question    V.  '  „ 

397.  Un 1  particulier  a  10  tableaux.  Le 
dernier  lui  revient  à  1 37781  livres  ;  le 
pénultième  ne  lui  coûte  que  le  tiers  du  der- 
nier ;  V antépénultième  >  le  tiers  du  pénul- 
tième ;  &  ainji  de  fuite.  On  demande  com- 
bien il  a  acheté  le  premier. 

Solution.  Il  s'agit  de  trouver  le 
premier  terme  d'une  progreffion  \  qui  en 

Qiv 
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a  io,  &  dont  on  connoît  le  dernier 
1 37781  ,  avec  l'expofant  3  du  rapport 
H.  34$. du  fécond  au  premier.  Or  (n)  ,  ce  der- 
nier terme  eft  le  produit  du  premier , 
multiplié  par  la  neuvième  puifïance  de 
cet  expofant.  Donc  ,  û  l'on  élevé  3  à  fa 
neuvième  puiffance  ,  (  que  l'on  trouvera 
de  19683  )  ,  ck  û  l'on  divife  enfuite 
13 7781  par  cette  neuvième  puhTance  , 
le  quotient  7  fera  le  premier  terme  ;  &C 
par  conféquent  >  le  prix  demandé  du  pre- 
mier tableau. 

Question    VI. 

398.  Une  perfonne  a  dêpenfe  9450  li- 
vres en  Jix  ans  ,  de  manière  que  la  dêpenfe 
de  la  féconde  année  a  été  double  de  celle 
de  la  première  ;  la  dêpenfe  de  la  troijieme 
année  ,  double  de  celle  de  la  féconde  ;  & 
ainjl  de  fuite»  On  demande  combien  cette 
perfonne  a  dêpenfe  chaque  année, 

Solutio  N.  Il  s'agit  de  trouver  tous 
les  termes  d'une  progreflion  ,  qui  en  a  6  , 
dont  la  fomme  de  tous  ces  termes  efl 
9450 ,  6k  dont  l'expofant  du  rapport  du 
n.  332. fécond  au  premier  eft  2.  Or  (n)  ,  ces 
termes  font  proportionnels  à  ceux  de  telle 
autre  proportion  que  l'on  veuille  prendre, 
pourvu  qu'elle  foit  femblable  à  celle  dont 
il  s'agit  ;  c'eft-à-dire ,  pourvu  qu'elle  ait 
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le  même  expofant.  Donc  ,  fi  l'on  prend 
cette  progreffion,  par  exemple  ,  H-  1.  2, 
4.  8.  16.  32;  la  fomme  63  de  tous  fes 
termes  fera  à  Ton  premier  terme ,  ce  que 
la  fomme  9450  de  la  progreflion  deman- 
dée, eft  auffi  à  fon  premier  terme.  Par  con- 
féquent,  fi  l'on  cherche  (n)  le  quatrième  u,  364* 
terme  150  de  cette  proportion,  63  .  1  : t 
9450  .  *  ,  ce  quatrième  terme  fera  le  pre- 
mier de  la  progreffion  demandée.  Or  9 
lorfque  l'on  connoîtra  ce  premier  terme  , 
on  trouvera  facilement  les  cinq  autres  ;  &t 
par  conféquent ,  ce  que  la  perfonne  pro- 
pofée  a  dépenfé  chaque  année. 

Question    VIL 

399.  Un  particulier  dit  que  Jï  ton v.ou* 
loit  lui  acheter  fon  cheval \  a  condition  de 
lui  payer  3  deniers  du  premier  clou  de  fes 
fers  ,  6  du  fécond  ,  12  du  troijieme  , ,.  ■& 
ainjl  de  fuite;  il  le  v  endroit  1 3 1 07  /.  3  fols 
9  den.  On  demande  combien  ce  cheval  a  de 
clous  à  fes  fers. 

S  o  lu  T 1  o  n\  Il  s'agît  de  trouver  le 
nombre  des  termes  d'une  progreffion  9 
dont  on  connoît  le  premier  terme  3  ;  la 
fomme  de  tous  les  termes  ,  3145725  de- 
niers ;  &  Pexpofant  2  du  rapport  du  fé- 
cond terme  au  premier. 

Or  (n)  ?  dans  une  progreffion  dont  few,  %$ii 

Qy 
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fécond  terme  eft  double  du  premier  ;  îe 
dernier  terme  moins  le  premier ,  eft  égal 
à  la  fomme  de  tous  ceux  qui  le  précèdent. 
Donc  y  la  fomme  3145725  de  tous  les 
termes  de  la  progrefîîon  dont  il  eft  ici 
queftion ,  eft  compofée  du  dernier  terme, 
plus  du  même  dernier  terme  moins  le  pre- 
mier. Par  conféquent ,  fi  l'on  ajoute  à  cette 
fomme  le  premier  terme  ,  lequel  eft  3 ,  on 
aura  une  fomme  3145728,  qui  fera  le 
double  de  ce  dernier  terme.  Mais ,  puifque 
3  145728  eft  le  double  du  dernier  terme  , 
fa  moitié  1 572864  eft  ce  dernier  terme. 

Ainfî ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  le 
nombre  des  termes  d'une  progreflion ,  dont 
on  connoît  le  premier  terme  3  ,  le  der- 
nier 1572864  9  avec  l'expofant  2  du  rap- 
port du  fécond  au  premier  ;  ce  qui  fait 
une  queftion  toute  femblable  à  la  qua- 
trième. 


#7i| 

^p,  '*$?)  -^ 


LES  ÉLÉMENS 

D'EUCLIDE 


LIVRE    SIXIEME. 

ujL  PRE  S  avoir  enfeignl  la  doctrine  des 
rapports  en  général ,  dans  le  livre  précè- 
dent ,  il  s'agit  d'appliquer  dans  celui-ci  cette 
doctrine ,  aux  lignes  droites  9  aux  furfaces 
planes  &  aux  angles,  Ainji  ?  Euclide  le 
commence  par  démontrer  ce  que  les  parallélo* 
grammes  qui  ont  des  hauteurs  égales ,  font 
les  uns  à  V égard  des  autres  ;  &  du  rapport 
que  ces  figures  ont  entr  elles  9  il  conclut  ce- 
lui quife  trouve  entre  les  triangles^  lorf qu'ils 
font  dans  le  même  cas.  Il  examine  enfuite  \ 
les  conditions  que  les  triangles  doivent  avoir 9 
pour  être  femblables  ;  &  donne  la  manière 
de  fe  fervir  de  ceux  qui  le  font  ,  non  -feu*» 
lement  pour  réfoudre  tans    les  problèmes 

Q  n  i 
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qui  concernent  les  lignes  proportionnelles  ; 
mais  auffî  pour  tracer  une  figure  qui  fait 
femblable  à  telle  figure  recliligne  que  Von 
veuille  propofer.  Il  confidere  enfuite  les 
figures  réciproques  ,  &  en  déduit  une  des 
propriétés  les  plus  conjidérab les  des  lignes 
proportionnelles.  Enfin  ,  il  compare  en- 
tr  elles  les  figures  femblables  9  pour  en  dé" 
terminer  les  rapports  ;  &  après  avoir  rendu 
générale  la  quarante  -  feptieme  proprojltion 
du  premier  Livre ,  il  termine  celui-ci  par  en- 
seigner les  rapports  que  les  Secteurs  ont 
entreux. 

On  en  a  auffî  fupp  rime  quelques  propor- 
tions inutiles.  Mais  on  leur  en  a  fubflhue 
a  autres  qui  rendent  la  théorie  du  cercle 
beaucoup  plus  complette.  On  a  marqué  a" un 
ajlérifque  celles  qui  ne  font  point  d'Eu- 
clidej  &  de  deux  x  celles  qui  font  de  F  Au- 
teur* 
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DÉFINITIONS. 

400.  /^\  N  nomme  figures  femblables  , 
V^  celles  dont  les  angles  font 
égaux  ,  chacun  à  chacun  ;  ck  dont  les 
côtés  qui  forment  ces  angles  égaux  ,  font 
proportionnels. 

Les  figures  ABC*  &  DEF  font  fem-rîg.  1. 
blables  ,  fi  V angle  A  étant  égal  à  V angle 
D  ,  V angle  B  à  V angle  E  ,  &  C  angle  C 
à  F  angle  F ;  AB  ejl  à  DE  9  ce  que  AC 
ejl  à  DF ,  ce  que  Bl  ejl  à  EF. 

401.  On  nomme  côtés  homologues ,  ou 
côtés  pareils  9  ceux  qui  dans  les  figures  fem- 
blablcs ,  font  oppofés  aux  angles  égaux. 

Le  côté  AB  *  ejl  homologue  au  côté  DE  ;  pjg.  3a 
le  côté  AC  9  au  côté  DF  ±   &  le  côté  BC \ 
au  côté  EF, 

402.  On  dit  de  deux  figures ,  qu'elles 
font  réciproques  ,  lorfque  les  dimenfions 
de  l'une  font  les  extrêmes  d'une  propor- 
tion ,  dont  les  dimenfions  de  l'autre  font 
les  moyens. 

.    Les  figures  AC  *   &  EG  font  récipro-  Fig.  2, 
ques  /fiAB.EF:: EH.  AD. 

403.  On  dit  d'une  ligne  droite  y  qu'elle 
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eft  divifée  en  moyenne  &  extrême  rai- 
fon  ,  lorfqu'étant  divifée  en  deux  parties  * 
toute  cette  ligne  eft  à  la  plus  grande  de 
ces  deux  parties ,  ce  que  cette  plus  grande 
partie  eft  à  la  plus  petire. 
Tig.  3.  La  Ligne  AB  *  ejl  divifée  en  moyenne 
&  extrême  raifon  au  point  C  ,  Jl  AB . 
ACr.AC  .CB. 

On  donne  ce  nom  à  une  ligne  ainji  divi- 
fée ;  parce  que  Us  extrêmes  &  le  moyen  de 
la  proportion  font  dans  cette  mêjne  ligne, 

404.  On  appelle  hauteur  d'une  figure  , 
la  perpendiculaire  abaiftee  du  fommet  de 
cette  figure  à  fa  bafe ,  prolongée  s'il  eft 
néceftaire. 
*ig-  4.  La  perpendiculaire  FE  *  efl  la  hauteur 
de  la  figure  AC,   * 


PROPOSITION     I. 

Théorème. 

405.  Les  parallélogrammes  9  qui  ont  des 
hauteurs  égales  y  font  entreux  comme 
leurs  bafes. 

Fig.  5.  ^1  les  hauteurs  des  parallélogrammes  ÀC* 
ck  EG  font  égales ,  le  premier  eft  au  fé- 
cond,  ce  que  AB  eft  à  EF. 
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Conjl.  Divifez  (  n  )  la  plus  petite  AB  N.  94, 
des  deux  bafes  AB  &t  EF ,  en  tel  nombre 
de  parties  égales  qu'il  vous  plaira  ;  par 
exemple ,  en  quatre  parties  égales  AI, 
IL ,  &c.  Prenez  fur  la  bafe  E  F  ,  une 
partie  EP  égale  à  la  partie  AL  Enfin  (n)  ,n,  i5î, 
tirez  par  chaque  point  de  divifion  I,  L,  &c. 
les  parallèles  IK ,  LM ,  &c.  au  côté  AD  ; 
ck  par  le  point  P  ,  la  parallèle  PQ  au 
côté  EH. 

Démonjl.  Les  parallélogrammes  AK  , 
IM  ,  LO  ,  NC  &  EQ  font  égaux  (n)  ;n.  uj. 
puifqu'ils  ont  des  bafes  égales  [c]  ,  &  des 
hauteurs  égales  [h].  Ainû* ,  le  parallélo- 
gramme AC  eft  4  fois  le  parallélogramme 
EQ  ;  de  même  que  la  bafe  AB  efl  4  fois  la 
partie  EP.  Par  conféquent ,  AC  .  EQ  :  : 
AB.EP(n).  n.  359, 

Or ,  la  partie  EP  eft  contenue  un  certain 
nombre  de  fois  dans  la  bafe  EF  ,  ou  exac- 
tement ,  ou  avec  un  refte. 

Si  elle  y  efl:  contenue  exactement  un 
certain  nombre  de  fois  ;  par  exemple,  6  fois. 

Divifez  cette  bafe  EF  en  6  parties  éga- 
les EP  ,  PR,  &c.  &  par  chaque  point  de 
div'iiîon  P ,  R,  &c.  tirez  (n)  les  parallèles  n   13^ 
PQ  ,  RS,  &c.  au  côté  EH. 

Ces  parallèles  divifent  le  parallélo- 
gramme EG  en  fîx  parallélogrammes  EQ, 
PS  5   &Cj  qui  font  égaux  (  n  ),   Ainfî  ,n,  153, 
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la  bafe  EF  eft  6  fois  la  partie  EP  ;  de  mê- 
me que  le  parallélogramme  EG  efl  6  fois 
le  parallélogramme  EQ.  Par  conféquent  , 
N.  3î9.EQ.EG::EP.EF  (n). 

Mais ,  Il  elle  y  efl  contenue  un  certain 
nombre  de  fois  ,  avec  un  re&e  ;  par  exem- 
ple 6  fois ,  avec  un  refte  qui  en  foît  ,  par 
exemple,  les  ~. 

Divifez  cette  même  bafe  EF  en  20  par- 
ties égales*]*;  6k  par  chaque  point  de  divifion 
N.  133.  tirez  (n)  des  parallèles  au  côté  EH. 

Ces  parallèles  diviferont  le  parallélo- 
gramme EG  en  20  parallélogrammes  ,  qui 
n.  153,  feront  égaux  (n).  Or  ,  la  partie  EP  con- 
tiendra alors  3  des  20  parties  égales  de  la 
bafe  EF  ;  de  même  que  le  parallélogramme 
EQ  contiendra  3  de  ces  20  parallélogram- 
mes égaux.  Par  conféquent ,  on  aura  en- 
core ,  de  même  que  dans  le  cas  précédent, 
^.  3JS>.EQ.EG::EP.EF(n). 

Ainfi  [d]  ,  on  a  ces  deux  proportions  , 

AC  .EQ::AB.  EP;  &EQ.  EG::EP. 

EF  ;  or,  ces  deux  proportions  en  font  une 

N.  341.  d'égalité  ordonnée  (n).  Donc  ,  AC .  EG  : e, 

n.  388. ÂB.  EF  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

•**  On  divîfe  ici  en  20  parties  égales  ;  parce  que  6  en- 
tiers &  à:  font  ÙLm 

3  -  3  " 
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Corollaire     I. 

406.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  les 
triangles  qui  ont  des  hauteurs  égales  >  font 
entreux  comme  leurs  bafes. 

Les  triangles  ABC  *  ck  DEF  dont  lesFig.  é, 
hauteurs  font  égales  ,  font  entreux  ce  que 
ACeft  àDF. 

Conjl.  Des  points  A  ck  B,  F  ck  E,  tirez  (n)  n.  133» 
les  parallèles  AG  ck  BG ,  FH  ck  EH  aux 
côtés  CB  ck  CA,  DE  ck  DF,  chacune 
à  chacun. 

Démonjl.  Les  parallélogrammes  CG  ck 
DH  font  entr'eux  ,  ce  que  AC  eu  à  DF  (n);  Nj 
puifqu'ils  ont  des  hauteurs  égales  [h].  Or , 
les  triangles  ABC  ck  DEF  font  les  moitiés 
de  ces  parallélogrammes  (n).  Donc,  ils^.  159. 
font   aufli  entr'eux  ,    ce  que  AC  efl   à 

DF  (n)-  .N  359. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    II. 

407.  Il  fuit  de  ce  corollaire ,  que  la 
furface  d'un  polygone  régulier  quelconque  5 
ejl  égale  à  celle  d'un  triangle  dont  la  hau- 
teur ejl  égale  à  une  perpendiculaire  tirée  du 
centre  de  ce  polygone  à  l'un  de  fes  côtés  ; 
*&  la  bafe  ^  à  la  circonférence  de  ce  mime 
polygone. 
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La  furface  d'un  polygone  régulier  quel- 
conque ,  par  exemple-  celle  du  pentagone 
%  7  régulier  ACE  *,  eft  égale  à  celle  du  trian- 
gle FGH  ,  dont  la  hauteur  GL  eft  égale  à 
la  perpendiculaire  IK  ;  Se  la  bafe  FH  y  à 
la  circonférence  ABCDEA. 

Conjî.  Tirez  du  centre  I  à  chaque  angle 
A,B,C,  &c.  les  lignes  droites  IA  ,  IB  , 
IC,  .&c. 

Dimonfl,  La  furface  du  polygone  ACE 
eft  quintuple  de  celle  du  triangle  EID  ; 
puifque  les  triangles  EID ,  DIC ,  CIB  9 
N.  88.BIA  &  AIE,  font  égaux  (n).  Mais,  la 
furface  du  triangle  FGH  eft  aufïi  quintuple 
K.  405.  de  celle  du  même  triangle  EID  (n)  ;  puif- 
que les  hauteurs  GL  &  IK  font  égales  [h]  , 
de  même  que  la  bafe  FH  Scia  circonférence 
ABCDE.  Donc  ,  la  furface  du  polygone 
x.  67.  ACE  eft  égale  à  celle  du  triangle  FGH  (n). 
Or  ,  la  même  démonftration  fubfifte , 
quel  que  foit  le  nombre  des  côtés  d'un  po- 
lygone régulier. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    III. 

408.  Il  fuit  de  ce  fécond  corollaire  ~9 
que  la  furface  a" un  cercle  ,  efl  égale  à  celle 
d'un  triangle  dont  la  hauteur  efl  égale  au 
rayon  de  ce  cercle  ;  &  la  bafe  y  à  la  cir- 
conférence de  ce  même  cercle. 
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Dhnonfl.  Plus  un  polygone  régulier  a 
de  côtés  ,  moins  il  diffère  du  cercle  dans 
lequel  il  eft  infcrit.  Et  quelque  grand  que 
l'on  imagine  le  nombre  de  ces  côtés ,  on 
peut  encore  concevoir  un  autre  polygone 
qui  en  ait  un  plus  grand  nombre ,  ck  qui 
diffère  par  conféquent  encore  moins  de 
ce  cercle ,  fans  que  l'imagination  puiffe 
jamais  épuifer,  ni  la  multitude  de  ces  cô- 
tés ,  ni  cette  approximation  au  cercle. 

Or,  fi  fans  déterminer  la  multitude  des 
côtés  d'un  polygone  régulier,  on  en  ima- 
gine un  qui  en  ait  un  n*  grand  nombre, 
que  fa  différence  au  cercle  dans  lequel  il 
feroit  infcrit ,  devienne  abfolument  infen- 
fible  ;  ce  polygone  fe  confondroit  avec  ce 
cercle  T  de  manière  que  l'on  pourroit  , 
même  en  rigueur,  prendre  indifféremment 
le  polygone  pour  le  cercle ,  ÔC  le  cercle 
pour  le  polygone. 

Mais  (n)  ,  là  furface  de  ce  polygone ,  N.  407. 
quel  qu'il  fût ,  feroit  égale  à  celle  d'un 
triangle  dont  la  hauteur  feroit  égale  à  une 
perpendiculaire  abaiffée  du  centre  de  ce 
polygone  à  l'un  de  fes  côtés  ;  ck  la  bafe  ,  à 
la  circonférence  de  ce  même  polygone. 

Donc  ,  puifque  cette  furface ,  cette  per- 
pendiculaire ,  ck  cette  circonférence  , 
pourroient  être  prifes  pour  la  furface ,  le 
rayon ,  ck  la  circonférence  du  cercle  dans 
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lequel  ce  même  polygone  feroit  infcrk  ; 
on  peut  en  conclure  que  la  furface  de  ce 
cercle  efl  aufîi  égale  à  celle  d'un  triangle  , 
dont  la  hauteur  feroit  égale  au  rayon  de  ce 
cercle  ;  &:  la  bafe  ,  à  la  circonférence  de 
ce  même  cercle. 

Par  conféquent>  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    IV. 

409.  Il  fuit  de  ce  dernier  corollaire  9  & 
du  n°  160  ,  que  ta  furface  d'un  cercle  9  efl 
égale  au  produit  de  la  circonférence  de  ce 
cercle  multipliée  par  la  moitié  defon  rayon; 
ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  au  produit  de 
fa  demi  -  circonférence  multipliée  par  fon 
rayon. 

On  verra  au  n°  444,  la  manière  de  mefu- 
rer  la  circonférence  d'un  cercle, 

S  C  H  O  LIE. 

410.  Si  nous  difons  ,  dans  le  corollaire 
précédent ,  que  le  cercle  &  le  polygone 
inferit  feront  confondus  enfemble  ,  de 
manière  que  l'on  pourra  prendre  indiffé- 
remment Pun  pour  l'autre  ;  nous  ne  pré- 
tendons  point  faire  entendre  par-là  ,  que 
ce  cercle  foi t  lui-même  ce  polygone  ;  puifque, 
quoi  que  Fon  en  dife  9  cela  ne  peut  jamais 
être. 
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En  effet ,  fi  les  cercles  étoient,  comme 
on  le  dit  ordinairement  9  des  polygones 
d'une,  infinité  de  côtes  ;  un  cercle  ne  fieroit 
plus  grand  quun  autre  9  que  parce  qu'il 
fieroit,  ou  un  polygone  a" un  plus  grand 
nombre  de  côtés  ,  ou  un  polygone  dont  les 
côtés  fieroient  plus  grands. 

Or ,  premièrement  _,  fi  un  cercle  efi  plus 
grand  quun  autre 9  ce  nefi  point  parce 
quil  efi  un  polygone  d'un  plus  grand  nom-' 
bre  de  côtés  ;  puifque  ,  fi  cela  étoit  9  les 
cercles  ne  [croient  point  des  figures  fiem* 
b  labiés. 

Secondement ,  fi  un  cercle  efi  plus  grand 
quun  autre  ,  ce  nefi  point  non  plus  parce 
qu'il  efi  un  polygone  dont  les  côtés  fiont  plus 
grands  ;  puifque ,  fi  cela  étoit  ,  un  cercle 
.  ne  fieroit  ,  par  exemple  ,  1 0000  fois  plus 
grand  quun  autre  ,  que  parce  que  ce  cercle 
&  cet  autre  fieroient  deux  polygones  9  dont 
chaque  côté  du  grand,  fieroit  centuple  de  cha- 
que côté  du  petit.  Or  ,  ce  côté  centuple  au- 
roit  un  milieu  :  &  ce  milieu  9  par  exemple 
K  *,  ne  fe  çonfondroit  point  avec  les  extrè-  Fig,  7, 
mités  E  &  D  ;  puifquil  en  fieroit  réellement 
éloigné  de  part  &  d  autre,  de  50  parties  9 
égales  chacune  au  côté  du  petit  polygone, 
Ainfi  (  n  )  ,  la  ligne  droite  IE  ,  qui  fieroit  n.  ,13, 
tirée  du  centre  I  à  l'extrémité  E  ,  fieroit 
rigourmfetnent  plus  grande  que  la  perpendi? 
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culairc  IK ,  abaiffée  du  même  centre  I  au 
milieu  K  du  côté  E  D.  Par  confiquent  , 
toutes  les  lignes  droites  qui  feroient  tirées  du 
centre  à  la  circonférence  y  ne  feroient  point 
rigoureufement  égales. 

Et  fî  F  on  objecte  que  ce  polygone  ayant 

•  une  infinité  *j*  de  côtés  ,  ces  50  parties 
égales  font  abfolument  infenfibles  ;  nous 
prendrons  un  polygone  dix  millions  de  fois 
plus  grand ,  cent  millions  de  fois  plus 
grand  ;  Ji  grand  enfin  ,  que  Von  fera  forcé 
a" avouer  que  toutes   les  lignes  droites  qui 

feront  tirées  de  fon  centre  à  fa  circonfé- 
rence 9  ne  feront  plus  rigoureufement  éga- 
les^. Or,  une  figure  9  dans  laquelle  toutes 
les  lignes  droites  ^  que  Von  peut  tirer  du 
centre  à  la  circonférence  ,  ne  font  point 
rigoureufement  égales  ,  nef  point  un  cercle. 
Donc  y  il  ny  a  point  de  milieu.  Ou  les 

j"  Que  le  nom  ^infini  ne  fane  point  illufion.  Ce  n'eft 
qu'un  terme  que  les  Géomètres  emploient  affez  ordinai- 
rement pour  réfoudre  de  certaines  queftions;  comme  les 
Philofophes  fe  fervent  de  celui  d'inflincl,  pour  exprimer 
la  nature  de  l'ame  des  bêtes. 

f  Il  ne  faut  pas  dire  que  l'excès  du  rayon  IE  fur  le 
rayon  I K ,  étant  infenftble  dans  un  petit  cercle  ,  il  le  fera 
de  même  dans  un  grand  j  parce  que  fon  accroiffement 
fera  toujours  proportionnel  à  celui  des  rayons.  Il  eft  vrai 

•  que  cet  accroiffement  fera  proportionnel  :  mais,  il  eft  vrai 
auflî ,  en  Géométrie  comme  en  Phyiîque ,  que  ce  qui  eft 
infenfible  dans  le  petit,  devient  très -confîdérable  dans  le 
grand.  La  millième  partie  d'un  pouce  eft  abfolument  in- 
fenfible :  la  millième  partie  d'une  lieue  eft  de  13  pieds  S  . 
pouces,  &plus. 
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cercles  ne  font  point  des  figures  fembla- 
bles  ;  ou  il  y  a  des  cercles  dont  les  rayons 
ne  font  point  rigoureufement  égaux  ;  ou 
enfin  9  les  cercles  ne  font  point  des  poly- 
gones. 

Mais  9  premièrement ,  ce  fi  une  des  vérités 
les  plus  inconteflables  de  la  Géométrie  9  que 
les  cercles  font  des  figures  femblables  :  fe- 
condement  9  par  la  définition  du  cercle  (n),  n.  *8, 
on  ne  peut  admettre  pour  cercle  9  quune 
figure  plane  dans  laquelle  toutes  les  lignes 
droites  tirées  du  centre  a  la  circonférence  , 
font  rigoureufement  égales.  Donc  ?  les  cer- 
cles ne  font  point  des  polygones. 

Par  confèquent  9  C.  Q.F.D. 


PROPOSITION    IL 
Théorème. 

411.  Une  ligne  droite  qui  efi  parallèle  à 
Vun  des  côtés  a" un  triangle  ,  coupe  les 
deux  autres  côtés  proportionnellement  :  & 
fi  elle  coupe  deux  côtés  proportionnelle- 
ment ,  elle  efi parallèle  au  troifieme. 

X  RE  M  1ÈRE  ment.   Dans  le  triangle  Fig,  s. 
ABC*,  la  parallèle  DE  au  côté  AC  , 
donne  cette  proportion ,  BD .  DA  ;  :  BE , 
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Confl.  Tirez  du  point  A  au  point  E ,  la 
ligne  droite  AE  ;  8c  du  point  D  au  point 
C  ,  la  ligne  droite  DC. 

Démonjl.  Les  triangles  BED  &  DEA 
ont  chacun  le  même  pointE  pour  fommet  ; 
8c  leurs  bafes  BD&  DA  font  chacune 
fur  la  même  ligne  droite  BA.  Ainfi ,  ils 
ont  chacun  la  même  hauteur  ;  8c  par  con- 
féquent ,  BD  eft  à  DA  ,  ce  que  le  trian- 
N-  40s.  gk  BED  eft  au  triangle  DEA  (n). 

Pareillement,  les  triangles  BED  &  EDC 
ont  chacun  le  même  point  D  pour  fom- 
met ;  8c  leurs  bafes  BE  8c  EC  font  chacune 
fur  la  même  ligne  droite  BC.  Ainfi ,  ils 
ont  aufti  chacun  la  même  hauteur  ;  8c  par 
conféquent ,  BE  eft  à  EC  ,  ce  que  le  trian- 
te 40*.  gle  BED  eft  au  triangle  EDC'(n), 

Or ,  le  triangle  BED  a  le  même  rap- 
port au  triangle  DEA  qu'au  triangle  EDC 
N*  354-  (n)  ,  puifque  ces  deux  derniers  triangles 
qui  ont  la  même  bafe  DE,  ck  qui  font  en- 
tre les  mêmes  parallèles  DE  8c  AC  [  H  ]  , 
N-  '  54-  font  égaux  (n). 

Nv  35o.     Donc  ,  BD  .  DA  :  :  BE  .  EC  (n). 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Secondement.  Dans  le  triangle 
Fig.  8.  ABC  *,  fi  BD .  DA  :  :  BE .  EC ,  la  ligne 
DE  eft  parallèle  au  côté  AC. 

Confl,  La  même  que  la  précédente. 

Dêmonflt 
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Démonfi.  Par  les  mêmes  raifons  que 
dans  la  démonflration  précédente  ,  le 
triangle  BED  eu  au  triangléTDEA  9  ce  que 
BD  eft  à  DA.  Or,  BD  .  DA  ::  BE . 
EC  [h]  ;  &  BE  eft  à  EC  ,  ce  que  le  trian- 
gle BED  eft  au  triangle  EDC.  Donc  ,  le 
triangle  BED  a  le  même  rapport  au  trian- 
gle DEA  qu'au  triangle  EDC  (n).  ParN.  35s, 
conféquent ,  ces  deux  derniers  triangles 
font  égaux  (n).  n.  35$. 

Or ,  puifque  ces  deux  derniers  triangles 
qui  font  fur  la  même  bafe  DE,  font 
égaux,  la  ligne  droite  AC  ,  qui  eft  tirée 
du  fommet  A  de  l'un  au  fommet  C  de  l'au- 
tre ,  eft  parallèle  à  cette  bafe  (n)»  H.  157. 

Donc/C.  Q.F.  2<>D. 


•    ". 
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PROPOSITION    III. 
Théorème. 

412.  Si  une  ligne  drolu  divife  en  deux 
parties  égales  l'un  quelconque  des  angles 
d'un  triangle  ,  les  parties  en  hfqueUes 
elle  divife  le  côté  qu  elle  rencontre  ,  font 
proportionnelles  aux  deux  autres  côtés  ? 
&  fi  ces  parties  font  proportionnelles 
aux  deux  autres  côtés  ,  elle  divife  Vangh 
en  deux  parties  égales, 

premièrement.  La  ligne  droite 
'ïig.  9.BD  *  qui  divîfe  en  deux  parties  égales 
ABD  U  CBD  l'angle  B  du  triangle  ABC , 
donne  cette  proportion ,  AD  .  DC  :  : 
AB.BC. 

Conjl.  Prolongez  le  côté  AB  vers  E  , 
jufqu'à  ce  que  le  prolongement   BE  foit 
égal  au   côté  BC.  Tirez  du  point  E  au 
,  point  C ,  la  ligne  droite  EC. 

Démonjl.  L'angle,  ABC  eft  extérieur  au 

g.  135.  triangle  EBC*  Ainfi  (n),   il  eft  égal  à  la 

fomme   des   angles  intérieurs   BCE  8t  E 

qui  lui  font  oppofés.  Or  ,  ces  angles  inté- 

£j,  g4  rieurs  font  égaux  (n)  ;  puifque  les  côtés 

*BE  &  BC  du  triangle  EBC  le  font  [c]. 

Donc ,  l'angle  ABC  efl:  double  de  chacun 
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de  ces  mêmes  angles;  &  par  conféquent, 
de  l'angle  BCE. 

Mais  j  le  même  angle  ABC  eft  aufïï 
double  de  l'angle  CBD  [h].  Donc,  les 
angles  BCE    &  CBD    font    égaux  (n).  Nt  ^ 
Ainfi  ,  puifqu'ils  font   alternes ,  la  ligne 
BD  eft  parallèle  au  coté  EC  du  triangle 
AEC  (n).  Par  conféquent ,  AD  .  DC  :  :  n.  126 
AB  .  BE  (n).  Or ,  BEeft  égal  à  BC  [cl  N  4lI# 
Donc ,  AD  .  DC  :  :  AB  .  BC. 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  i°  D. 

•Secondement.  Si  AD*  .  DC  ::Flg,  ^ 
AB  .  BC  ,  la  ligne  droite  BD  divife  l'an- 
gle B   en   deux  parties  égales  ABD    ÔC 
CBD. 

Conjï.  La  même  que  la  précédente, 

Dêmonft.  Puifaue  AD  .  DC  :  :«  AB  J 
BC  [H]  ,  &  que  BE  eft  égal  à  BC  [c]  , 
la  ligne  BD  coupe  proportionnellement 
les  côtés  AC  ck  AE  du  triangle  AEC.  Par 
conféquent ,  elle  eft  parallèle  au  côté 
EC  (n).  n.  411; 

Ainfi ,  les  angles  ABD  te  CBD  font 
égaux  (n)  ,  l'un  à  l'angle  intérieur  E  quiN.  130. 
lui  eft  oppofé  ,  ck  l'autre  à  l'angle  BCE 
qui  lui  eft  alterne.  Or ,  ces  deux  derniers 
angles  font  égaux  (n)  ,  puifque  les  côtés  n.  84. 
BC  &  BE  du  triangle  EBC  le  font  [c], 

R  ij 


388     les  Elémens  d'Euclide. 

n.  6a-  Donc  ,  les  deux  premiers  le  font  aufïi  (n). 
Par  çonféquent,  C.  Q.  F.  i°  D. 

PROPOSITION     IV. 

Théorème, 

413.  Z«  triangles  qui  font  équi angle  s  ,  ont 
leurs  côtés  pareils  proportionnels. 

«g.  10.  ^ *  dans  ^es  triangles  ABC  *  ck  CDE  , 
l'angle  B  eft  égal  à  l'angle  D ,  l'angle  BCÀ 
à  l'angle  E,  ck  l'angle  A  à  l'angle  DCE, 
on  a  cette  proportion ,  AC  .  CE  :  :  AB  . 
CD  :  :  BC  .  DE. 

Conft.  Pofez  les  triangles  ABC  ck  CDE 
fur  une  même  ligne  droite  AE  ;  de  ma- 
nière que  les  angles  égaux  DCE  ck  A 
çtant  oppofés ,  les  angles  égaux  BCA  ck 
E  le  foient  aufïi.  Prolongez  enfuite  les 
côtés  AB  ck  ED  ,  jufqu'à  ce  qu'ils  Te  ren- 
contrent à  un  point  F. 

Démonjl.  Les  lignes  BC  6k  FE  font  pa> 

ih  i*S.  ralleles  (n)  ;  puifque  [h]  l'angle  extérieur 
BCA  eu  égal  à  l'intérieur  E  qui  lui  eu 
oppofé.  Or  ,  il  en  eu  de  même  des  lignes, 
CD  ck  AF  ;  puifque  [h]  l'angle  extérieur 
DCE  eu  auffi  égal  à  l'intérieur  A  qui  lui 
eft  auffi  oppofé.  Donc  ,  le  quadrilatère 
ji.  j7.  BD  eu  parallélogramme  (n)  ;  ck  par  corç- 
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féquent ,  les  côtés  CD  &  BF  font  égaux , 

de  même  que  les  côtés  BC  ck  FD  (n).       n.  14? 

Ainfi  ,  la  ligne  BC  efî:  parallèle  au  côté 
FE  du  triangle  AFE  [c].   Donc ,  AC  . 
CE  :  :  AB  .  BF  (n).  Par  conféquent,  puif-  n.  411, 
que  les  lignes  CD  &  BF  font  égales  [d]  , 
AC  .  CE  :  :  AB  .  CD. 

Pareillement ,  la  ligne  CD  eft  auiïî  pa- 
rallèle au  côté  AF  du  triangle  AFE  [c]. 
Donc  ,   AC  .  CE  :  :  FD  .  DE  (n).    ParN.  41 1. 
conféquent,  puifque  les  lignes  BC  &  FD 
font  égales  [d]  ,  AC  .  CE  :  :  BC  .  DE. 

Donc,C.  Q.  F.  D. 

S  C  H  O  LIE. 

414.  Les  Commençans  n  auront  aucune 
difficulté  à  ranger  proportionnellement  les 
côtés  de  deux  triangles  équiarugles  ^  fi pair 
former  chaque  rapport  ils  prennent  toujours 
un  côté  du  premier  triangle  &  un  côté  du 
fécond ,   qui  f oient  oppofés  a   des  angles 


égaux. 


Usage. 


415.  Lorfqu  un  triangle  dans  lequel  on 
ne  connoît  quun  côtéy  eft  équiangle  à  quel- 
que, autre  triangle  dont  les  trois  côtés  font 
connus  ?  il  eji  facile  de  trouver  chacun  des 
deux  côtés  inconnus.  Car  ,  puif  que  les  côtés 
des    triangles  équi angles  font  proportion- 

R  iij 
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N*  4:3-  nels  (n)  ,  ces  cotés  inconnus  font  les  qua- 
trièmes termes  de  deux  proportions ,  dont 
les  autres  termes  font  les  côtes  connus  de, 
ces  mêmes  triangles. 

Ainfî  ,fî  Von  fçait  que  dans  le  triangle 

?*  l  l-ABC  *  les  cotés  AC ,  AB  &  BC  font ,  par 
exemple  ,  Vun  de  9  parties  égales  ,  F  autre 
de  6 ,  &  le  dernier  de  5  ;  &  fi  dans  le  trian- 
gle DEF qui  eft  équiangle  au  triangle  ABC, 
on  connoît  que  le  coté  DF  efl ,  par  exemple  r 

N.  364.  £t  2y  toifes  :  on  trouve  (n)  que  le  côté  DE 
efl  de  18  toifes ,  &  le  côté  EF  de  15;  puif» 

N-  4*3.  qm  (n)  AC,  (9)  .  DF,  (27)  :  :  AB,  (6). 

Au  rejle  ,  il  faut  remarquer  que  cette  pro- 
portion efl  de  toutes  les  propositions  de  la 
Géométrie ,  celle  qui  efl  la  plus  conjîdérable  , 
&  dont  on  fkit  h  plus  fréquemment  ufage. 
Cefh  fur  elle  que  toute  la  TrigoJiométrie  efl 
fondée  ;  particulièrement  le  Traité  que  f  en 
ai  donné ,  &  qui  fe  trouve  à  Paris  ,  cheç 
JoMBERT,  fils  aîné,  rue  Dauphins. 


|\v^ 


Livré     Sixième.       391 

PROPOSITION     V. 

Theor  ê  m  e4 

416.  Les  triangles  ' qui  ont  leurs  côtés pro* 
portionnels  ,  font  équiangles. 


ans  les  triangles  ABC  *  ck  DEF  ,  fi  Fig   ii, 
AC  .  DF  :  :  AB  .  DE  :  :  BC  .  EF  ;  l'angle 
B  efi  égal  à  l'angle  E ,  l'angle  C  à  l'angle 
EFD  ,  ck  l'angle  A  l'angle  EDF. 

Conjl.  Décrivez  fous  la  ligne  DF  (n)  ,  n.  119 
l'angle  GDF  qui  ait  le  point  D  pour  îom-' 
met,  ck  foit  égal  à  l'angle  A;  ck  l'angle 
GFD  qui  ait  le  point  F  pour  fommet  ,   ck 
foit  égal  à  l'angle  C. 

Bémonfl.  Les  triangles  ABC   ck  DGF 
font  équiangles  [c].  Ainfî ,  AB  .  DG  :  î 
AC  .  DF  (  n  ).-  Mais ,  AC  .  DF  :  :  AB  .  h.  4ïj« 
DE  [h].  Donc  ,  AB  .  DG":  :  AB  .  DE 
(n)  ;  &  par  conséquent,  DG  eft  égal  à  n.  3,0. 
DE  (n).  n.  356. 

Pareillement,  BC .  FG  :  :  AC  .  DF  (n)  ;  N-  41- 
mais ,  AC  .  DF  :  :  BC  .  EF  [h].  Donc , 
BC  .  FG  :  :  BC  .  EF  (n)  ;  ck  par  confé-N.  $sq* 
quent ,  FG  eft  égal  à  EF  (n).  N.  356* 

Ainfi,  les  triangles  DEF  ck  DGF  ont 
ks  côtés  égaux  aux  côtés  ,  chacun  à  cha- 
cun. Donc  ,  ces  triangles  font  équiangles 

Riv 
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m.  88.  (n).  Or,  les  triangles  DGF  &  ABC  le 
font  aufli  [c].  Donc  ,  les  angles  du  trian- 
gle ABC ,  &  ceux  du  triangle  DEF  ,  font 

N.  62.  égaux  ,  chacun  à  chacun  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSÏTION     VI. 

Théorème. 

417.  Les  triangles  qui  ont  un  angle  égal  à 
un  angle ,  &  les  côtés  qui  forment  ce 
premier  angle  9  proportionnels  à  ceux 
qui  forment  ce  fécond  angle  >  font  équi- 
anzles. 


Fig.  ilUans  les  triangles   ABC  *  &  DEF, 
'  dont  l'angle  A  eft  égal  à  l'angle  EDF,   fi 
AC  .  DF  :  :  AB  .  DE  ;  l'angle  B  eft  égal 
à  l'angle  E  ,  &  l'angle  C  à  l'angle  EFD. 

Conjl.  La  même  que  celle  de  la  propo- 
fition  précédente. 

Dimonjl.  Dans  les  triangles  DEF  8c 
DGF  ,  l'angle  EDF  eft  égal  à  l'angle 
N.  62.GDF  (n)  ;  puifque  l'un  [h],  &  l'autre 
[c] ,  font  égaux  au  même  angle  A  :  le 
côté  DE  efr.  égal  au  côté  DG  ,  par  une 
démonftration  toute  pareille  à  celle  de  la 
propofition  précédente  ;  &  le  côté  DF  eft 
commun.  Donc  ,  l'angle  EFD  efi  égal  à 
N.  Sz,  l'angle  GFD,  ck  l'angle  E  à  l'angle  G  (n). 
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Par  conséquent  ,  ces  deux  triangles  font 
équiangles. 

Mais  les  triangles  ABC  &  DGF  le  font 
âufîi  [c].  Donc,  les  angles  du  triangle 
ABC  ,  &  ceux  du  triangle  DEF,  font 
égaux,  chacun  à  chacun  (n).  N*  62* 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     VIL 
Théorème. 

418.  Enfin,  deux  triangles  font  encore 
équiangles  ,  lorf qu'ils  ont  un  angle  égal 
à  un  angle ,  les  côtés  qui  forment  Vun 
quelconque  des  autres  angles  du  premier  ^ 
proportionnels  aux  côtés  qui  forment  Vun 
quelconque  des  autres  angles  du  fécond  ; 
&  le  troijleme  angle  du  premier  ,  de  même 
efpece  que  le  troijieme  angle  du  fécond. 

Lues  triangles    ABC*   &   DEF,  dontTïg   ,. 
l'angle  B  eft  égal  %: : l'angle  E,  &  l'angle 
C  de  même  efpece  que  l'angle  EFD ,  font 
équiangles  ;  n  AB  .  DE  :  :  AC  .  DF. 

Confl.  Prolongez  le  côté  EF  vers  G  ,  à 
volonté.  Tirez  du  point  D  aux  points  G  ck 
H,  pris  à  volonté ;  l'un  au  -deffous  du  point 

Rv 
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F,  Ôc  l'autre  au  defïus ,  les  lignes  droite» 

DG  &  DH. 

Démonjl.  Si  l'angle  A  eft  égal  à  l'angle 
EL>F,   les   triangles  ABC  &  DEF  font 

N*  ^«équiangles  (n).  Ainiî ,  il  s'agit  de  démon- 
trer que  ces  deux  angles  font  égaux. 

Or ,  l'angle  A  n'eft  point  égal  à  un 
angle  EDG  ,  plus  grand  que  l'angle  EDF; 
puifque  s'il  l'étoit  ,  les  triangles  ABC  &C 

N»  *37  DEG  Croient  équiangles  (n).  Ainfi ,  le 
rapport  de  AB  à  DE  ,  qui  eft  égal  à  celui 
de  AC  à  DF  [h]  ,  le  feroit  aufti  à  celui  de 

^  413.  AC  à  DG  (n).  Donc  ,  AC  auroit  à  DF 

^-  35°-le  même  rapport  qu'à  DG  (n).  Par  con» 

n-  356.  féquent ,  DF  feroit  égal  à  DG  (n). 

Mais ,  û  DF  étoit  égal  à  DG ,  le  triangle 

FDG  feroit  ifofcele.  Donc  ,  l'angle  EFD 

N-97-  feroit  obtus  (n)  ,  puifque  les  angles  DFG 

n.  105.  &  Q  feroient  nécessairement  aigus  (n)» 
Par  conféquent ,  l'angle  C  ,  qui  feroit  égal 
à  l'angle  G  ,  ck  l'angle  EFD  ne  feroient 
point  de  même  efpece. 

L'angle  A  n'eft  point  non  plus  égal  à 
un  angle  EDH ,  plus  petit  que  l'angle 
EDF  ;    pivifque  ,  s'il  l'étoit,  les  triangles 

N.  *3?.ABC  &  DEK  feroient  équiangles  (n)* 
Ainft  ,  le  rapport  de  ÀB  à  DE,  qui  eft 
égal  à  celui  de  AC  à  DF  [h]  ,  le  feroit 

N*  4i?,aùrTi  à  celui  de  AC  à  DH  (n).  Donc> 
AC  auroit  à  DF  le  même  rapport  qu'à 


Livre   Sixième.        395 

DH  (n).  Par  conféquent ,  DF  feroit  égalN.  35^. 
àDH(n).  "  .  '  n.  3,6, 

Mais ,  û  DF  étoît  égal  à  DH,  le  trian- 
gle FDH  feroit  ifofcele.  Donc ,  l'angle 
EHD  feroit  obtus  (n) ,  puifque  les  angles  N.  ^,- 
DHF  &  EFD  feroient  nécefTairement 
aigus  (n).  Par  conféquent,  l'angle  C,  quiN.  ioî» 
feroit  égal  à  l'angle  EHD  ,  &  l'angle  EFD 
ne  feroient  point  encore  de  même  efpece. 

Or,  ces  angles  C  &  EFD  doivent  être 
de  même  efpece  [h].  Donc ,  l'angle  À 
n'eft  égal  ^  ni  à  un  angle  EDG,  plus 
grand  que  l'angle  EDF  ;  ni  à  un  angle 
EDH  ,  plus  petit  que  ce  même  angle» 
Donc  ,  les  angles  A  &  EDF  font  égaux  ; 
&  par  conféquent  ,  les  triangles  ABC  ck 
DEF  font  équiangles. 

Donc,  C.  Q.  F..D. 

Corollaire,, 

410.  Il  fuit  du  nc  400  ,  &  des  n°  413  T 
416,  417&418,  que  dans  tous  Us  cas 
auxquels  les  triangles  faut  équiangles  3.  ils 
font  femb labiés*  -  • 
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PROPOSITION     VIII. 

T  H  É  O  RÊME, 

420.  La  perpendiculaire  abaijféc  de  V an- 
gle droit  d'un  triangle  rectangle  9  au  cote 
oppofê ,  divife  ce  triangle  en  deux  autres 
qui  lui  font  femb labiés. 

F'g»  l4-  JL  A  perpendiculaire  BD  *  divife  le  trian- 
gle recïangîe  ABC  en  deux  triangles  ADB 
ôk  BDC,  qui  font  femblables  au  triangle 
ABC. 

Démon  (l.  Dans  les  triangles  ABC  ck 
ADB,  qui  font  rectangles  ,  l'un  en  B  ck 
l'autre  en  D  [h]  ,  l'angle  A  eft  commun. 
Donc  ,  l'angle  C  eft  égal  à  l'angle  ABD 

n.  137.  (n  ). 

Pareillement  ,    dans  les  triangles  ABC 

&  BDC  5  qui  font  aufli  rectangles ,   l'un 

en  B  6k  l'autre  en  D  [  H  ]  ,   l'angle  C  eft 

commun.    Donc  ,    l'angle  A    eft  égal  à 

n.  137. l'angle  CBD  (n). 

.  Or  ,  puifque  les  triangles  ABC  ,  ADB 
ck  BDC  font  équiangles ,  ils  font  fembla- 
n.  419.  blés  (n). 

Par  .confisquent,  C.  Q.  F,  D, 
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Corollaire. 

421.  Il  fuit  de  ce  théorème  :  première- 
ment ,  'que  la  perpendiculaire  abaijfée  de 
V angle  droit  a" un  triangle  rectangle,  au  côté 
oppofé ,  ejl  moyenne  proportionnelle  entre 
les  je  g/ne  ns  de  ce  côté. 

Dans  le  triangle  ABC*  qui  efl  reclan- Fig.  14» 
gle  en  B  ,  la  perpendiculaire  DB   donne 
cette  proportion,  AD  .  DB  :  :  DB  .  DC. 

Démonjl.  Les  triangles  ADB  _&  BDC 
font  équiangles  (n).  Ainfi ,   AD  .  DB  :  :n.  420; 
DB.DC(n).  n.  413. 

Secondement,  que  dans  un  triangle  rec- 
tangle,  chaque  côté  ejl  moyen  proportionnel 
entre  Fhypothémife  &  le  fegment  avec  lequel 
il  a  un  point  de  commun. 

-  Dans. le  triangle  précédent'*, la  perpen-  pjg.  14, 
diculaire  DB  donne  ces  deux  proportions,  . 
AC  .  AB  :  :  AB  .  AD ,  &  AC  .  BC  :  : 
BC.  DC. 

Démonjl.   Les  triangles  ABC  &  ADB 
font  équiangles  (  n  ).  Ainfi,  AC  .  AB  :  :n.  420, 
ÀB  .  AD  (n).  n.  413» 

Pareillement  ,  les  triangles  ABC  & 
BDC  font  équiangles  (n),  Ainfi,  AC.N.-420. 

BC  :  :  BC  .  DC  (n).  n.  413, 

**  Troisièmement,  enfin  ,  que  dans  un 
triangle  rectangle  9  les  cotés  font  moyens 
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proportionnels  entre  l'hypothénufe  &  la  per» 
pendiculaire. 

Démonjt.  Dans  le  même  triangle  pré- 
Fîg.  14. cèdent*,  on  a  encore  cette  proportion  , 
AC  .  AB  :  :  BC  .  DB. 

Dêmcnfi.  Les  triangles  ABC  &  ADB 
N.  420. font  équiangles  (n  ).  Ainfï ,  AC  .  AB  :  ; 
w.  4Ï3.BC.  DB  (n). 

Donc  y  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     IX. 
Problême. 

412.  Couper  telle  partie  que  Von    voudra 
d'une  ligne  droite  donnée. 


L  faut  couper  ,  par  exemple,  les  trois 
Pig.  ij.  cinquièmes  de  la  ligne  droite  ÀB  *. 

Conjl.  Tirez  du  point  A  ,  une  ligne 
droite  indéfinie  AH  ,  qui  forme  avec  la 
^  ligne  AB,  un  angle  quelconque  H  A  B, 
Enfuite  ,  puifque  l'on  demande  des  cin- 
quièmes ,  prenez  à  volonté  fur  la  ligne 
AH,  ;  parties  égales  A  C  ,  CD,  &c* 
Du  point  G  ,  auquel  la  cinquième  partie 
fe  termine  ,  tirez  au  point  B  ,  la  ligne 
droite  GB.  Enfin  >  parce  que  l'on  de- 
54.  133,  mande  3  parties  5  tirez  (n)  de  l'extrémité 
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E  de  la  troisième  partie ,  la  parallèle  El 
à  la  ligne  GB.  La  partie  AI  fera  les  \  de- 
mandés. 

Démonjl.  Puifque  les  lignes  El  &  GB 
font  parallèles  [c]  ,  l'angle  extérieur  AIE 
eft  égal  à  fon  oppofé  intérieur  ABG  (n),N.  15®, 
Ainfî ,  les  triangles  A  El  5c  AGB,  qui 
ont  Pangle  A  de  commun ,  font  équian- 
gîes  (  n  ).  Par  conféquent ,  AE  .  A  G  :  :n.  137. 
AI.  AB-(n).  N.  413. 

Or  5  la  partie  AE  efl  les  \  de  la  ligne 
AG  [c].  Donc  ,  la  partie  AI  eft  auffi  les 
Y  de  la  ligne  AB  (n).  N.  330. 

Par  conféquent  ,  C.  Q.  F.  F. 


PROPOSITION     X. 
Problème. 

423.  Divifer  une  ligne  droite  ,  de  la  même 
manière  dont  une  autre  ligne  droite  efl 
divifee* 


L  faut  divifer  la  ligne  droite  AB*,  deFig.  *$ 
la  même  manière  dont  la  ligne  droite  CD 
eft  divifée* 

Conjl.  Tirez  du  point  A  ,  une  ligne 
droite  indéfinie  A I ,  qui  forme  avec  la 
ligne  A  B  ,  un  angle  quelconque  B  A  L 
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Prenez  fur  cette  ligne  AI  ,  la  partie  A  G 
égale  à  la  partie  CK  ,  la  partie  AH  égale 
à  la  partie  CL  ?  ck  la  partie  AI  égale  à  la 
ligne  CD.  Tirez  du  point  I  au  point  B  , 

N.  133. la  ligne  droite  IB.  Enfin  (n),  tirez  des 
points  G  ck  H  9  les  parallèles  GE  ck  HF  à 
la  ligne  IB.  Les  fegmens  AE  ck  AF  >  font 
les  parties  demandées. 

JDlmonfl.  Puifque  les  lignes  GE  ,  HF  ck 
IB  font  parallèles  [  C  ]  ,  les  angles  exté- 
rieurs AGE  ck  AH  F  font  égaux  chacun 

N.  ïj°'(n)  à  l'angle  intérieur  A  I  B  qui  leur  eft 
oppofé.  Ainû* ,  les  triangles  AEG,  AFH 
ck  ABI ,  qui  ont  l'angle  A  de  commun  , 

N-  137»  font  éauiangles  (n).  Par  conféquent ,  AE  . 
A  B  :  :  AG .  AI  ;  ck  AF  .  AB  :  :  AH . 

N'4<3<Aï(n). 

Mais ,  les  parties  CK  6k  CL  ck  la  li- 
gne CD  ,  font  égales  aux  parties  AG,  AH 
ck  A  I  ,  chacune  à  chacune  \  C  ],  Donc  9 
AE .  AB  :  :  CK  .  CD  ;  ck'AF  .  AB  :  : 
jk.  61. CL.  CD(n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    XL 

Problême. 

424.  Trouver  une  troijieme  proportionnelle 
à  deux  lignes  droites  données, 

I  L  faut  trouver  une  troifîerne  proportion- 
nelle aux  deux  lignes  droites  A  *  ck  B.       Fig«  27, 

Conjl.  Tirez  deux  lignes  droites  indé- 
finies DE  &  DC,  qui  forment  un  angle 
quelconque  CDE.  Prenez  fur  la  ligne  DE, 
la  partie  D  F  .égale  à  la  ligne  A ,  ck  la 
partie  FG  égale  à  la  ligne  B.  Prenez  aufTï 
fur  la  ligne  DC  ,  la  partie  DH  égale  à  la 
même  ligne  B.  Tirez  du  point  F  au  point 
H  ,  la  ligne  droite  FH.  Enfin  (n)  ,  tirez  du  n.  133, 
point  G  ,  la  parallèle  GI  à  la  ligne  FH. 
Le  iegment  HI  fera  la  troifieme  propor- 
tionnelle demandée. 

Dimonji.  Dans  le  triangle  D  I G  ,  la 
ligne  FH  eft  parallèle  au  côté  GI  [  C  ]. 
Ainfi,  DF.  FG  ::  DH  .  HI  (n).  ParN.  4m. 
conféquent ,  puïfque  les  lignes  A  &  B 
font  égales,  l'une  au  fegment  DF,  &  l'autre 
à  chacun  des  fegments  FG  &  DH  [c]  ,  on 
a  cette  proportion  ,  A  .  B  :  :  B  .  HI  (n).     n.  6x. 

Donc ,  C.  Q.  F.  F. 

m 
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PROPOSITION    XII. 

Problème. 

425.   Trouver  une  quatrième  proportionnelle 
à  trois  lignes  droites  données. 


L  faut  trouver  une  quatrième   propor- 
Pîg.  18.  tionnelle  aux  trois  lignes  droites  A*,  B 
&C. 

Conji.  Tirez  deux  lignes  droites  indé- 
finies EF  ck  ED  ,  qui  forment  un  angle 
quelconque  DEF.  Prenez  fur  la  ligne  EF  , 
la  partie  EG  égale  à  la  ligne  A,  &  la  par- 
tie GH  égale  à  la  ligne  B.  Prenez  aufll 
fur  la  ligne  ED ,  la  partie  El  égale  à  la 
ligne  C.   Tirez  du  point  G  au  point  I, 

N.  133. la  ligne  droite  GI.  Enfin  (n),  tirez  du 
point  H ,  la  parallèle  HK  à  la  ligne  GI. 
Le  fegment  IK  fera  la  quatrième  propor- 
tionnelle demandée. 

Dêmonjl.  Dans  le  triangle  EKH ,  la 
ligne  GI  eft  parallèle  au.  côté  HK  [  C  ]. 

k.  411.  Ainfi  ,  EG  .  GH  :  :  El  .  IK  (n).  Par  con- 
féquent,  puifque  les  lignes  A  ,  B '  &  C  font 
égales  aux  fegmens  EG,  GH  ck  El ,  cha- 
cune à  chacun  [c]  ,  pn  a  cette  proportion, 

n.  éi.A  .  B  ::  C.  IK(n). 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION     XIII. 

Problême. 

426.   Trouver  une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes  droites  données. 


L  faut  trouver  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  lignes  droites  A  *  &  B.       Fig.  19. 

Confl,  Tirez  une  ligne  droite  indéfinie 
CD.  Prenez  fur  cette  ligne  ,  la  partie  CE 
égale  à  la  ligne  A  ,  &  la  partie  EF  égale 
à  la  ligne  B.  Divifez   (n)  la  partie  CFn.  93. 
en  deux  parties  égales  CG  &  G  F.  Du 
point  G ,  pris  pour  centre ,  &e  avec  l'une 
de  ces' parties  égales  ,  prife  pour  rayon  , 
décrivez  le  demi- cercle  CHF.  Enfin  (n),  n.  95. 
du  point  E  ,  élevez  dans  ce  même  demi- 
cercle  ,  la  perpendiculaire  EH  à  la  ligne 
CD.  Cette  perpendiculaire  fera  la  moyenne 
demandée. 

Pour  la  démonjlration.  Tirez  du  point 
H  aux  points  C  ck  F ,  les  lignes  droites 
HC  &  HF. 

Démon fh.    L'angle  CHF    eft  un  angle 
droit  (n)  ,  puifqu'il  eft  infcrit  dans  le  demi-  n.  263, 
cercle  CHF  [çj.  AinU  ,  la  ligne  EH  eft  une 
perpendiculaire  abaiftee  de   l'angle   droit 
du  triangle  rectangle  CHF  au  côté  oppofé 
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CF[c].  Par  conféquent ,  CE.  EH:t 

jï,  42I.EH  .  EF  (n).  Mais  les  lignes  A  &  B  font 

égales  l'une  au  fegment  CE ,  &  l'autre  au 

fegment  EF  [  c  ].  Donc 9  A  .  EH  :  :  EH  . 

K.  61.B  (n). 

Par  conféquent  a  C.  Q.  F.  F.        * 

SCHOLIE. 

417.  //  ejl  quelquefois  nêceffaire  de 
trouver  plus  aune  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes  droites  données  :  mais  9  il 
ejl  démontré  qu'il  nefl  'point  pojjible  de 
le  faire  par  la.  Géométrie  élémentaire.  Ce- 
pendant 9  plu  fleurs  perfonnes  9  qui  en  toute 
autre  chofe  ne  manquent  point  de  bonfens9 
le  cherchent  toujours  avec  ardeur  ,  de  même 
que  la  trife&ion  de  F  angle ,  la  quadra- 
ture du  cercle  y  &c.  Il  ejl  bon  que  les  jeunes 
gens  fâchent  ,  qu  indépendamment  de  la 
préfomption  ridicule  qu'il  y  a  à  faire  ces 
fortes  de  recherches  ,  il  y  a  mille  contre  un 
à  parier ,  que  quiconque  fe  flatte  défaire  de 
pareilles  découvertes  9  nefçaitpas  les  premiers 
èlémens  de  la  Géométrie. 

La  propofition  dans  laquelle  il  ne  s^agit 
de  trouver  que  deux  moyennes  proportion- 
nelles ,  ejl  connue  fous  le  nom  de  problême 
de  la  duplication  du  cube. 
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PROPOSITION     XIV. 

Théorème. 

428.  Les  parallélogrammes  êquiangles  dont 
les  furfaces  font  égales  ,  ont  leurs  côtés 
réciproquement  proportionnels  :  &  ceux 
dont  les  côtés  font  réciproquement  pro- 
portionnels _,  ont  leurs  furfaces  égales, 

.Premièrement.  Les  parallélogram- 
mes DB  *  &  CF  qui  font  êquiangles  ,    &Fîg.  20. 
dont  les  furfaces   font   égales  ,    donnent 
cette  proportion  >  DC  .  CE  :  :  CG  .  CB. 

Conjl.  Difpofez  ces  parallélogrammes 
de  manière  que  les  côtés  CE  &  CG  de 
l'un  ,  deviennent  les  prolongemens  vies 
côtés  D'C  &  BC  de  l'autre.  Prolongez  en- 
fuite  les  côtés  AB  &  FE,  jufqu'à  ce  qu'ils 
fe  rencontrent  à  un  point  H. 

Démonfl,  Le  rapport  du  côté  DC  au 
côté  C  E ,  eft  égal  à  celui  du  parallélo- 
gramme DB  au  parallélogramme  CH  (n):N.  43^ 
le  rapport  du  parallélogramme  DB  au  pa- 
rallélogramme CH  ,  eu  égal  à  celui  du 
parallélogramme  CF  au  même  parallélo- 
gramme CH  (n)  ;  puifque  les  parallélo-N.  374* 
grammes  DB  &  CF  font  égaux  [k]  :  en- 
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fin  ,  ce  derner  rapport ,  eu  ee;al  à  celui 
n.  405.  du  côté  CG  au  côté  CB  (ri)".  Donc,  DC . 
n-  350  ai  :  :  CG  .  CB  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  i°  D. 

Secondement.  Les  furfaces  des  pa- 
Fî^.  20.  raîlélogrammes  équiangles  D  B  *  ck  C  F 
font  égales ,  fi  DC  .  CE  :  :  CG .  CB. 
Çonjl.  La  même  que  la  précédente. 
Dlmonfl.  Le  rapport  duparallélogramme 
D  B  au  parallélogramme  C  H  ,  eft  égal  à 
N*  405  celui  du  côté  DC  au  côté   CE  (n)  ;  le 
rapport  du  côté  DC  au  côté  CE ,  eft  égal 
à  celui  du  côté  CG  au  côté  CB  [h]  :  enfin, 
ce  dernier  rapport  eft  égal  à  celui  du  paral- 
lélogramme CF  au  parallélogramme  CH 
N.  405.  (n).  Donc,  les  deux  parallélogrammes  DB 
ck  CF  ont  chacun  le  même  rapport  au  pa- 
N.  3^0. rallélogramme  CH  (n  ).  Par  conféquent  , 
N-  35é»ils  font  égaux  (n). 

Donc  ,  C.  Q.  F.  2°  d. 
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PROPOSITION     XV. 
Théorème. 

42c).  Z^5  triangles  qui  ont  un  angle  égal  à 
un  angle.)   &  dont  les  furfaces  font  éga- 

1  les  y  ont  les  côtés  qui  forment  ces  angles 
égaux  réciproquement  proportionnels  :  & 
ceux  dont  les  cotés  qui  forment  des  angles 
égaux  font  réciproquement  proportion- 
nels 9  ont  leurs  furfaces  égales. 

x  REMIÉREMENT.   Les  triangles  ABC  *Fig.  21. 
&  ËDÇ  qui  ont  l'angle-  ACB  égal  à  l'angle 
DC'E  ,  '&  dont  les  furfaces  font  égales  ^ 
donnent  cette  proportion  y  AC  .  CÇ  :  ; 
^P .  ÇB  : 

~A<Çon(i.  Difpofez  ces'triangîes  de  manière 
que  les  côtés  CD  &c  CE  de  l'un,  devien- 
nent les  prolongement  des  cotés  AC„&" 
BC  de  l'autre.  Tirez  enfuite  du  point  B  au 
point  D  ,  la  ligne  droite  BD. 

Démonjl.  Le  rapport  du  côté  AC  au 
côté  CD,  eftégal  icelui  du  triangle  ABC 
au  triangle  CBD  (n)  :  le  rapport  du  trian-N.  406. 
gle  ABC  au  triangle  CBD  ,  eft  égal  à  ce- 
lui du  triangle  EDC  au  même  triangle 
CBD  (n)  ;  puifque  les  triangles  ABC  &m.  3^4. 
EDC  font  égaux  T  H  1  :  enfin  ,  ce  dernier 
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rapport  eft.  égal  à   celui  du  côté  .EC  au 
n.  4o6.  coi  :  CB  (  n  ).  Donc  ,  AC  .  CD  :  :  EC  ♦ 

N.   5 

nféquent,  C.  Q.  F.  i°D, 

dem  en  t.  Les  furfaees  des 
ABC*'  &EDC  dont  l'angle 
ÀCB  eft  égal  à  l'angle  DCE ,  font  égales  9 
fi  AC.  CD  ::EC.  CB. 

Conji,  La  même  que  la  précédente. 

Dêmonjh.  Le  rapport  du  triangle  ABC 

au  triangle  CBD  ,  eft  égal  à  celui  du  coté 

N.  405".  AC  au  côté  CD  (n)  ;  le  rapport  du  côté 

AC  au  côté  CD  ,  eft  égal  à  celui  du  côté 

EC  au  côté  CB  [  H  ].  Enfin  ,  ce  dernier 

rapport  efr  égal  à  celui  du  triangle  EDC 

N.  406.au  triangle   CBD   (n).  Donc,  les  deux 

triangles  ABC   &  EDC  ,  ont  chacun  le 

N.  350.  même  rapport  au  triangle  CBD  (n).  Par 

n.  356.  conféquent ,.  ils  font  égaux  (n)- 

Donc,  C.  Q.  F.  2«D. 


PROPOSITION 
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PROPOSITION    XVI. 

Théorème. 

430.  Si  quatre  lignes  droites  font  pro* 
portionnelles  ,  le  rectangle  des  extrêmes 
ejl  égal  à  celui  des  moyennes  :  &  fi 
quatre  lignes  droites  font  telles  ,  que  U 
rectangle  des  extrêmes  foit  égal  à  celui 
des  moyennes  ,  elles  font  proportion^ 
nelles. 

Premièrement.  Si  AB  *.  EF  :  :  EH.fîs,  «. 

AD,  lere&angie  des  extrêmes  AB  &c  AD, 
eft  égal  à  celui  des  moyennes  EF  &  EH. 

Conjl.  Faites  le  rectangle  AC  ,  dont  la 
ligne  A  B  foit  l'un  des  côtés ,  Se  la  ligne 
AD  ,  Tautre.  Faites  auffi  le  rectangle  EG, 
dont  la  ligne  EF  foit  l'un  des  côtés,  &c  la 
ligne  EH,  l'autre. 

Démonjlj,  Les  parallélogrammes  A  C 
fk  E  G  font  équiangles  ,  puifqu'ils  font 
rectangles  [c]  :  Se  leurs  côtés  font  récipro- 
quement proportionnels  ,  puifque  AB  . 
EF  :  :  EH .  AD  [h].  Donc  ,  ces  parallé- 
logrammes font  égaux  (n).  N.  4*3- 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°D, 

S 
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Secondement..  Sj  les  quatre  lignes 
Fig.  ^.droites  AB*,  EF,  EH  &  AD,  font 
telles  que  le  reftangle  des  extrêmes  AB 
&  AD  ,  foit  égal  à  celui  des  moyennes 
EF  &  EH  ;  elles  donnent  cette  proportion, 
AB.EF::EH.  AD. 

Confl.  La  même  que  la  précédente. 

Dimonjl.  Les  parallélogrammes  AC  ck 
EG  font  équiangles ,  puifqu'ils  font  rectan- 
gles [c]  :  &  leurs  furfaces  font  égales[H]f 
Donc  ,  leurs  côtés  font  réciproquement 
M,  428.  proportionnels  (n).  Par  conféquent ,  AB , 
EF  ::EH.  AD. 

Donc,  Ç.  Q.F.  20  D. 

Corollaire    h 

431.  11  fuit  de  la  féconde  partie  de  ce 
théorème  ,  que  dans  le  cercle  ,  fi  deux  cor** 
des  s*  entrecoupent,  leurs  parties  font  récipro? 
guement  proportionnelles. 
-"  Dans  les  cercles  X  (  Liv.  3  ,  Fig.  51  , 
52 ,  53  &  54.  )  les  parties  des  cordes  AB 
6c  C  D  qui  s'entrecoupent  au  point  F  % 
donnent  cette  proportion,  AF.  CF  :  :  FD, 
FB. 

Dimonjl.  Le  rectangle  des  parties  A  F 
&C  FB  ,  eft  égal  à  celui  des  parties  CF  Ô£ 
n.  *68?FD  (n).  Donc,  AF  .  CF  :  :  FD  .  FB  (n), 
tf,  43°*      p^r  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 
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Corollaire     IL 

432.  Il  fuit  encore  de  la  même  féconde 

partie  ,  que  fi  d'un  même  point  pris  hors 

d'un  cercle ,  on  tire  deux  fêcantes  y  ces  deux 

fêcantes   &  leurs  parties  extérieures  ,  font 

réciproquement  proportionnelles. 

Au  cercle  X  (  Liv.  3  ,  Fig.  57.  )  les 
fêcantes  A  C  &  AB,  avec  leurs  parties 
extérieures  AF  &t  AE,  donnent  cette  pro- 
portion AB  .  AC  :  :  AF  .  AE. 

Démonjl.   Le  reclangle   de  la   fécante 
AB  &  de  la  partie  AE  ,  efl:  égal  à  celui 
de  la  fécante  AC  &t  de  la  partie  AF  (n).  #.  1JU 
Donc  ,  AB  .  AC  :  :  AF  .  AE  (n).  Nt  430; 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D.  • 
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PROPOSITION     XVII, 

Théorème. 

433. Si  trois  lignes  droites  font  en  pro- 
portion continue  ,  le  rectangle  des  extrê- 
mes efl  égal  au  quarré  de  la  moyenne  : 
&  fi  trois  lignes  droites  font  telles ,  que 
le  rectangle  des  extrêmes  foit  égal  au 
quarré  de  la  moyenne  ,  elles  font  en  pràr- 
portion  continue, 

Fi5. 23.  Premièrement.  Si  ff  AB  *.  EF .  AD, 

Je  rectangle  des  extrêmes  AB  ck  AD ,  eft 
égal  au  quarré  de  la  moyenne  EF. 

Confî.  Faites  le  re&angle  AC  ,  dont  la 
ligne  AB  foit  Pun  des  côtés,  ck  la  ligne 
K.  1-0.  AD,  l'autre.  Décrivez  enfuite  (  n  )  le 
quarré  EG ,  fur  la  ligne  EF. 

Dêmonjl.  Les  parallélogrammes  AC  ck 
E  G  font  équiangles  ,  puifqu'ils  font  rec- 
tangles [  C  ]  :  ck  leurs  côtés  font  récipro- 
quement proportionnels  ;  puifque  ,  AB  . 
E  F  :  :  EF  .  AD"  [  h  ] ,  &  que  E  H  eft 
h,  50.  égal  à  EF  (n).  Donc  ,  ces  paralléiogram- 
I?.  428,  mes  font  égaux  (n). 

Par  çonféquent,  C.  Q.  F.  i°D. 

Secondement*  Si  les  trois  lignes 
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droites  AB*,  EF  ck  AD,  font  telles Fig.  13* 
que  le  rectangle  des  extrêmes  ÀB  ck  AD  \ 
foit  égal  au  qiiarré  de  la  moyenne  E  F  ; 
elles  donnent  cette  proportion,  AB  .  EF  :  : 
ËF.  AD. 

Confl.  La  même  que  la  précédente. 

Dêmonfi,  Les  parallélogrammes  A  C 
&  EG  font  équiangles  ,  pilifqu'ils  font 
rectangles  [c]  :  ck  leurs  furfaces  font  éga- 
les [h].  Donc  ,  leurs  côtés  fontrécipro^ 
quement  proportionnels  (n)  ;  ck  par  con-N.  428, 
féquent ,  *AB  .  EF  :  :  EH  .  AD.  Or,  EF 
e£  égal  à  EH  (n).  Donc,  AB.EF:  :EF.n.  **. 
AD  (n).  n.  iï. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  20  D. 

Corollaire. 

434.  Il  fuit  de  la  féconde  partie  de  ce 
théorème  ,  que  fi  d'un  même  point  pris 
hors  d'un  cercle  ,  on  tire  une  tangente  & 
une  fécante  ,  cette  tangente  ejî  moyenne 
proportionnelle  entre  cette  fécante  &  fa  par- 
tie extérieure. 

Au  cercle  X  (Liv.  3  ,  Fig.  55  ck  56) 
la  fécante  AC  ,  fa  partie  extérieure  AD , 
ck  la  tangente  AB  ,  donnent  cette  propor- 
tion ,  AC.  AB::AB.  AD. 

Démonjl.  Le  rectangle  de  la  fécante 
AC  ck  de  fa  partie  AD?  en1  égal  au  quarré 
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n.  i-]o.  de  la  tangente  AB  (n).  Donc ,  AC .  AB  :  : 
n.  433 -AB.  AD  (n). 

Par  conséquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XVIII. 

Problême. 

435.  Décrire  fur  une  ligne  droite  donnée  9 
une  figure  qui  foit  femblable  à  une  figure 
reciiligne  aujfî  donnée. 

Fig.  14. 1  L  faut  décrire  fur  la  ligne  droite  EF  * 
une  figure  qui  foit  femblable  à  une  figure 
reciiligne  DB. 

Conji.  Divifez  en  triangles  A  C  B  & 
ADC  ,  la  figure  propofée  T)B.  Décrivez 

n.  119.  enfuite  fur  la  ligne  EF  (n)  >  un  angle  GEF 
qui  ait  le  point  E  pour  fommet  ,  ck  foit 
égal  à  l'angle  CAB  ;  ck  un  angle  F  qui  ait 
le  point  F  pour  fommet ,  6c  foit  égal  à 
l'angle  B.  Décrivez  aum*  fur  la  ligne  EG 

N.  119.  (n)  ,  un  angle  GEH  qui  ait  le  point  E 
pour  fommet ,  Se  foit  égal  à  l'angle  CAD  ; 
&.  un  angle  EGH  qui  ait  le  point  G  pour 
fommet,  &  foit  égal  à  l'angle  ACD.  La 
figure  reciiligne  HF  ,  que  les  côtés  de  ces 
angles  forment  fur  la  ligne  EF,  eft  la  figure 
demandée. 
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Dèmonji.  Premièrement  9  les  angles 
GEF  &  GEH  ,  CAB  &  CAD  font  égaux 
chacun  à  chacun  [c].  Ainfi ,  l'angle  REF 
eft  égal  à  l'angle  DAB. 

L'angle  F  eft  égal  à  l'angle  B  [c]. 

Les  angles  EGF  &  ACB  font  égaux  (n)  ;  N> 
&  les  angles  EGH  &  ÀCD  le  font  auffi 
[c].  Àiniî,  les  angles  FGH  &  BCD  font 
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e^aux. 


Enfin,  l'angle  H  eft  égal  à  l'angle  D  (n).  n.  i  7 
Secondement.   Les  triangles  EGF   ck 
ACB  font  équiangies  [  C  ].  Ainfî',  EF  * 

AB::  FG.Bt(n).  N.  4Î3 

Les  triangles  EHG  &:  ADC  font  aufii 
équiangies  [c].  Ainfi ,  EH  .  AD  :  :  HG  . 
DC  (n).  '  fl.  4' s 

Enfin ,  les  triangles  EGF  <k  ACB  font 
équiangies  [c]  ;  &  les  triangles  EHG  <k 
ADC  le   font  ainTi  [  c  ].  Donc  ,  EF  . 
AB::EG.  AC  ::  EH.  AD  (n).  ParN.  4,3 
conféquent  9  EF  .  AB  :  :  EH  .  ÂD  (n).    n.  3  j0 

Ainfi  ,  dans  les  figures  reclilignes  H  F 
ck  DB  ,  les  angles  font  égaux  aux  angles  , 
chacun  à  chacun  ;  &  les  côtés  qui  forment 
ces  angles  égaux  ,  font  proportionnels. 
Donc  ,  ces  figures  font  femblables  (n).       n.  4e© 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 

SCHOLîE, 

436.  SI  la  figure  prcpofie  avoit  un  plus 
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grand  nombre  de  côtés  ,  on  la  diviferoii  en 
un  plus  grand  nombre  de  triangles ,  que  l'on 
rapporteroit  Vun  après  Vautre  fur  les  côtés 
des  triangles  de  la  figure  HF  ;  de  la  même 
manière  dont  on  vient  de  rapporter  le  trian- 
gle ADC  fur  le  côtêEG. 

Usage, 

437.  On  fe  fert  de  cette  propofition  ^ 
pour  lever  le  plan  d'un  bâtiment  9  d'une 
ville  9  d'un  champ  ,  dune  forêt  y  &c.  & 
même  celui  d'un  pays  ;  car  ,  lever  un  plan  9 
cefl  décrire  fur  une  ligne  droite  donnée  ?  une 
figure  qui  foit  femblable  à  celle  de  la  chofe 
dont  on  veut  lever  le  plan* 
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PROPOSITION     XIX. 

Théorème. 

438.  Les  triangles  feinblables  font  enireux 
en  rapport  doublé  de  celui  de  leurs  côtés 
pareils. 

Les  triangles  femblables  ABC  *  &  DEF?ig.  aç. 
font  entr'eux  en  rapport  doublé  de  celui 
de  leurs  côtés  pareils  ;  par  exemple ,  de 
celui  du  côté  AC  au  côté  DF. 

Conjl.  Cherchez  (n)  une  troifieme  pro-  n.  414* 
portionnelle  aux  côtés  ÀC  ck  DF.  Pre* 
nez  fur  le  côté  AC  ,  une  partie  AG  égale 
à  cette  troiiieme  proportionnelle.  Tirez 
énfuite  du  point  B  au  point  G  ,  la  ligne 
droite  BG. 

Démonjl.  Les  triangles  ABC  &  DEF 
font  fernblables  [  H  ].  Ainfi ,  AB  .  DE  :  : 
AC  .  DF  (n).  Or ,  AC  .  DF  :  :  DF  .  AG  ^  m, 
[c].  Donc,  AB.DE::DF.  AG  (n).  ParN.  35&. 
conféquent  ,  puifque  l'angle  A  eft  égal  à 
l'angle  D  [h]  ,  les  triangles  ABG  &  DEF 
font  égaux  (n).  N.  419. 

Mais  ,  le  triangle  ABC  eft  au  triangle 
ABG  ,  ce  que  le  côté  AC  eft  au  côté  AG 
(n).  Donc,  le  même  triangle  ABC  eft m.  4a£, 
auffi  au  triangle  DEF  9  ce  que  le  côté  AC 
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m.  354.  efi:  au  côré  A  G  (n).  Ainfi  ,  puiique  îe  rap- 
port qui  eft  entre  ces  deux  côtés  ,  eft  dou- 

n.  348.  blé  de  celui  du  côté  AC  au  coté  DF  (n)  , 
le  rapport  du  triangle  A  B  C  au  triangle 
D  E  F  ,  efl  auffi.  doublé  du  même  rap- 
port. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XX. 

Théorème. 

439.  Les  polygones  femblables  peuvent  être 
divifés  chacun  en  un  pareil  nombre  de 
triangles  femblables  9  chacun  à  chacun  : 
ils  font  proportionnels  à  ceux  de  ces 
triangles  qui  fe  correfpondent  :  enfin  9 
ils  font  entreux  en  rapport  doublé  de 
celui  de  leurs  côtés  pareils» 

x  R EMIÉREMENT,    Les  polygones 
Fig.  26.  femblables  EB  *  Ôk  KG  peuvent  être  divi- 
fés l'un  ck  l'autre  ,  en  un  pareil  nombre  de 
triangles  femblables  ,  chacun  à  chacun. 

Conji.  Du  fommet  de  l'un  quelconque 
A  des  angles  du  polygone  EB  ,  tirez  aux 
points  C  ck  D  ,  les  lignes  droites  AC  6k 
AD.  Du  point  F,  qui  correfpond  au  point 
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À  ,  tirez  aux  points  H    6c  I ,  les  lignes 
droites  FH  6c  FL 

Démonji.  Puifque  les  polygones  EB 
6c  KG  font  femblables  [h]  ,  il  y  a  dans  le 
premier  autant  d'angles  oppofés  à  l'angle 
A,  qu'il  y  en  a  dans  le  fécond  d'oppofés 
à  l'angle  F.  Or  [c] ,  on  a  divifé  le  premier 
polygone ,  par  des  lignes  droites  tirées  de 
l'angle  A  à  chaque  angle  oppofé  à  l'angle 
A  ;  6c  le  fécond  ,  par  des  lignes  droites 
tirées  de  l'angle  F  àS  chaque  angle  oppofé 
à  l'angle  F.  Donc  ,  ona  divifé  chacun  de 
ces  polygones  ,  par  un  pareil  nombre  de 
lignes  droites.  Par  conféquent ,  on  les  â 
divifés  l'un  6c  l'autre ,  en  un  pareil  nom- 
bre de  triangles. 

Or,  ces  triangles  font  femblables  (  n ).  n,  4co, 
Car  premièrement ,  les  triangles  ABC  6c 
FGH  le  font  (  n  )  ;  puifque  les  angles  B  Se  Nt     7 
G  font  égaux  ,  6c  que  AB  .  FG  :  :  BC  . 
GH  (n).  Secondement,  les  triangles  AED  n.  400, 
6c  FKI  le  font  (n)  ;  puifque  les  angles  En.  417. 
6c  K  font  égaux  ,  &  que  AE  .  FK  :  :  ED  . 
Kl  (n).  Troisièmement,  enfin,  les  triangles  No  400t 
ACD  6£FHÏ  le  font  auffi  (n).  Car,  les N.  416. 
triangles  femblables  ABC  6c  FGH   don- 
nent cette  proportion  ,  AC  .  FH  :  !  BC  . 
GH  (n).  Or  ,  BC  .  GH  :  :  CD  .  HI  (n).*».  4*3- 
Donc  ,  AC  .  FH  :  :  CD  .  HI  (n).  Et  en^  JJ£ 
comparant  entr'eux  les  triangles  femblables 
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EAD  ck  KFI,  on  démontre  par  un  pareil 
raifonnement  ,    que  AD.  FI  :  :  CD  • 
HI. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°D. 

Secondement.  "Si  les  polygones 
Fig.  26. femblables  E  B  *  &  ICG ,  font  pareille- 
ment divifés  chacun  en  un  égal  nombre  de 
triangles ,  par  exemple  y  AED  ,  ACD  & 
ABC  ,  FKI ,  FHI  &  FGH  ;  le  polygone 
EB  eft  au  polygone  KG  ,  ce  que  l'un  quel- 
conque des  triangles  du  premier ,  par 
exemple  le  triangle  AED  ,  eft  au  triangle 
correspondant  FKI. 

Démonjl.  Le  rapport  du  triangle  AED 
au  triangle  FKI  ,  eft  doublé  de  celui  du 

n.  438.  côté  ED  au  côté  Kl  (  n  )  :  le  rapport  du 
triangle  ACD  au  triangle  FHI ,  eft  aufrr 
doublé  du  même  rapport;  puifqu'il  eft 
doublé  du  rapport  du  côté  CD  au  côté 

n.  43S.  HI  (n)  ,  qui  eft  le  même  que  celui  de  ED 

n,  400.  à  Kl  (n)  :  enfin  ,  le  rapport  du  triangle 
ABC  au  triangle  FGH  ,  eft  encore  doublé 
du  même  rapport;  puifqu'il  eft  doublé  du 

n.  438,  rapport  du  coté  AB  au  côté  FG  ^n)  ,  qui 
eft  aufti  le  même  que  celui  de  ED  à  Kl 

N.  4^0-  (n).  Donc  ,  le  triangle  AED  eft  au  trian- 
gle FKI ,  ce  que  le  tmngle  ACD  eft  au 
triangle  FHI ,  ce  que  le  triangle  ABC  eft' 

N.  350.  au  triangle  FGH  (n).  Par  conféquent  y  le 
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polygone  E  B  ,  (  qui  efl:  la  fomme  des 
triangles  antécédens  AED  ,  ACD  & 
ABC  )  ,  efl:  au  polygone  KG ,  (  qui  efl: 
celle  des  triangles  conféquens  FKI ,  FHI 
Ô£  FGH  ) ,  ce  que  le  triangle  antécédent 
AED ,  efl:  à  fon  triangle  conféquent  FKI 
(n).  n.  379, 

Donc,  C.Q.  F.  i<>  D. 

Troisièmement.  Enfin  ,  les  polygo- 
nes femblables  EB  *  Se  KG  font  entr'euxpig.  a6, 
en  rapport  doublé  de  celui  de  leurs  côtés 
pareils  ;  par  exemple ,  de  celui  du  côté 
ED  au  côté  Kl. 

Dimonjî.  Le  rapport  du  polygone  EB 
au  polygone  KG  ,  efl:  le  même  que  celui 
du  triangle  AED  au  triangle  FKI  [  D  ]. 
Or ,  le  rapport  qui  efl  entre  ces  deux  trian- 
gles ,  efl:  doublé  de  celui  du  côté  ED  au 
côté  Kl  (  n  ).  Donc,  le  rapport  qui  N.  438» 
efl:  entre  ces  deux  polygones ,  en  efl:  aufli 
doublé. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  30  D, 

COROLLAI  RE. 

440.  Il  fuit  de  la  dernière  partie  de 
ce  théorème,  que  fi  trois  lignes  droites 
font  en  proportion  continue  }  un  polygone 
quelconque  décrit  fur  la  première ,  efl  à  un 
polygone  femblabk  &  femblablement  pofé 


411      LES   ELÉMENS    D'EuCtlDE. 
fur  la  féconde 9  ce  que  cette  première  ligne 
eft  à  la  troijieme. 

*«£•-.  *7*  Si  les  trois  lignes  droites  A*,  B  Se 
C  font  en  proportion  continue  ,  un  poly- 
gone quelconque  décrit  fur  la  ligne  A ,  eft 
à  un  polygone  femblable  &  femblablement 
pofé  fur  la  ligne  B  9  ce  que  la  ligne  A  eft  à 
la  ligne  C. 

Démonjl.  Le  rapport  d'un  polygone 
décrit  fur  la  ligne  A  ,  à  un  polygone 
femblable  &  femblablement  pofé  fur  la  li- 
gne B  ,  eft  doublé  du  rapport  qui  eft  entre 

n.  ^39.  ces  deux  lignes  (n).  Or  ,  le  rapport  de  la 
ligne  A  à  la  ligne  C  ,  eft  aufli  doublé  de 

N.  348. ce  même  rapport  (n).  Donc  ,  le  rap- 
port d'un  polygone  décrit  fur  la  ligne  A  , 
à  un  polygone  femblable  ck  femblablement 
pofé  fur  la  ligne  B  ,  eft  le  même  que  ce- 

N.  350.  lui  de  la  ligne  A  à  la  ligne  C  (n). 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

44  ï  .  On  fe  fert  de  ce  corollaire  9  pour 
refondre  les  deux  problêmes  fuiv ans. 

Premier.    Connaître  le  rapport  d'un 
?.     i6  polygone  quelconque  EB  *,  à  un  polygone 

femblable  KG. 
N.  424.      Solution.  Cherche^  (  n  )  une   troijieme 
proportionnelle  à  deux  quelconques  des  côtés 
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pareils  de  ces  polygones  ;  par  exemple  ,  aux 
côtes  ED  &  KL  Le  polygone  EB  ejl  aux.  440. 
polygone  KG  (n)  5  ce  que  le  côté  ED  fera 
à  cette  troijîeme  proportionnelle. 

Second.  Décrire  un  polygone  ,   qui 
foit  femblable  au  polygone  EB  *  ;   &C  quiFig.  16, 
en  foit ,  par  exemple,  les  deux  tiers. 

Solution.   Cherche^  (  n  )  une   moyenne^,  41s„ 
proportionnelle  Kl  entre  Vun    quelconque 
des  côtes   du  polygone  EB  ,   &   les  deux 
tiers  de  ce  côté  ;  par  exemple  ,  entre  le  côté 
ED  &  j es  deux  tiers.  Décrive^  enfuite  fur 
cette  moyenne  (  n)  ,  un  polygone  KG  5N,  435, 
femblable  au  polygone  propofé  EB.   Ce  po- 
lygone fera  les  deux  tiers  du  polygone  EB. 
Car  ,  puifque  les  trois  lignes  ED- ,   Kl  & 
les  deux  tiers  de  ED  ,  font  en  proportion 
continue  [c]  ,  h  polygone  EB  ,  décrit  fur 
la  première ,  ejl  au  polygone  femblable  KG, 
décrit  fur  la  féconde  ,  ce  que  la  première  efl 
à  la  troifieme  (n).  Or ,  cette  troifieme  efl  Icsn,  440, 
deux  tiers  de  cette  première  [c]. 

Donc,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    XXI. 

*    THEOREME. 

442.  Les  circonférences  des  polygones  fem- 
blables  ,  font  proportionnelles  aux  lignes 
droites  femblablement  tirées  dans  ces  po- 
lygones. 

î%.  26.  U  ANS  les  polygones  femblables  ACE* 
ôcFHK,  la  circonférence  ABCDEA  du 
premier ,  en:  à  la  circonférence  FGHIKF 
du  fécond  ,  ce  que  les  lignes  droites  fem- 
blablement tirées  dans  ces  polygones ,  par 
exemple  les  lignes  ÀC  &c  FH  9  font  en- 
tr'elles. 

Démonfl.  Puifque  les  polygones  ACE 
&  FHK  font  femblables  [h],  leurs  côtés 
AB  ,  FG  ,  BC  ,-GH  ,  CD  ,  HI ,  DE  , 

n.  400.  IK  ,  EA  ck  KF  font  proportionnels  (n). 
A-infi  ,  la  fomme  ABCDEA  des  antécé- 
dents AB  ,  BC  3  &c  ,  c'eft-à-dire  la  cir- 
conférence du  premier  polygone  ,  eft  à  la 
fomme  FGHIKF  des  conféquents  FG  , 
GH  ,  Ôkc.  c'eft- à-dire  à  la  circonférence 
7<s   du  fécond  polygone  ,   ce  que  l'antécédent 

N#  579,  AB  efl  à  fon  conféquent  FG  (n). 

n.  413,     Mais  ;  AB  .  FG  :  ;  AC  .  FH  (n)  ;  puif- 
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que  les  triangles. ABC  &  FGH  font  fem- 
blables   (n).    Donc,    la    circonférence  n.  435, 
ABCDEA  eft  à  la  circonférence  FGHÏKF, 
ce  que  la  ligne  AC  eft  à  la  ligne  FH  (n).    n.  35©» 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 
Corollaire. 

443.  Il  fuit  de  ce  théorème  &  du  n° 
408  ,  que  les  circonférences  des  cercles  font 
proportionnelles  aux  diamètres  de  ces  mêmes 
cercles, 

S  C  H  O  L  I  E. 

444.  Comme  on  ne  peut  mefurer  immédia- 
tement aucune  ligne   courbe  (n)  ,  les  Géo-  N.  14S, 
mètres  ont  fait  les  plus  grands  efforts  pour 
connoître  le  rapport  de  la  circonférence  du 
cercle  à  fon  diamètre \  Mais  ^  jufquà  pré- 

fent  y  toutes  leurs  tentatives  ont  été  fans 
fucus,  Ainfi ,  dans  le  peu  d\fpérance  d'y 
pouvoir  jamais  parvenir ,  ils  fe  font  réduits 
à  chercher  les  moyens  d'en  approcher  le  plus 
pris  qu'il  feroit  poffible. 

Or  9  de  tous  ceux  qui  ont  tenté  ce  grand 
œuvre  géométrique  ,  Archimede  ejl  celui  qui 
a  pris  la  route  la  plus  jîmple.  Il  ejl  vrai 
quelle  ne  conduira  jamais  a  déterminer  ri- 
goureufement  le  jujle  rapport  du  diamètre  du 
cercle  à  fa  circonférence*  Mais  9  comme  on 
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na  encore  rien  trouvé  de  mieux  ,  nous  al- 
lons enfeigner  la  manière  dont  il  s'y  prit. 

Il  conjidêra  _,  que  la  circonférence  d'un 
cercle  ejl  toujours  plus  grande  que  celle  de 
tout  polygone  qui  lui  ejl  infcrit  ;  &  pluspe* 
tite  au  contraire  ,  que  celle  de  tout  polygone 
qui  lui  ejl  circonfcriu 

En  partant  de  ce  principe  ,  il  prit  le  dia* 
mètre  d'un  cercle  quelconque  pour  l y  unité \  & 
calcula  de  combien  devoit  être  ,  dans  cette 
fuppojition  3  le  coté  du  polygone  régulier  de 
96  côtés ,  infcrit  dans  ce  cercle  ;  &  celui 
du  polygone  femblab le  ,  circonfcrit  au  même 
cercle.  Il  multiplia  enfuite  fes  rêfultats  , 
chacun  par  96  ;  ce  qui  lui  donna  3  ^  ,  & 
un  peu  plus  ,  pour  la  circonférence  du  pre- 
mier polygone;  &  3  y,  &  un  peu  moins  9 
pour  celle  du  fécond.  JD'ou  il  tira  cette  con- 
clusion y  que  la  circonférence  du  cercle  ejl  un 
peu  plus  grande  que  le  produit  de  fon  dia- 
mètre multiplié  par  3  7-7  ;  &  un  peu  plils 
petite  au  contraire ,  que  le  produit  du  même 
diamètre  multiplié  par  3  y. 

Or ,  ces  deux  produits  ne  différent  l'un 
de  Vautre  quz  de  -~j.  Donc  ?  fi  pour  avoir 
la  circonférence  d'un  cercle  ,  on  multiplie 
par  3  j  la  valeur  de  fon  diamètre  9  on  ejl 
sur  que  fur  un  cercle  qui  auroit  497  pieds  de 
diamètre,  on  ne  fait  pas  une  erreur  d? un  pied 
de  trop.  Et  comme  cette  approximation  ejl 
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fuffifante  pour  la  pratique  9  on  prend  ordi- 
nairement le  rapport  dej  à  22  pour  celui  du 
diamètre  d'un  cercle  à  fa  circonférence. 

Si  Von  en  voulait  cependant  un  qui  fût 
encore  plus  exael  9  on  fe  feryiroit  de  celui  de 
113  à  355.  On  ne  feroit  pas  alors  une  er- 
reufd'un  pied  de  trop  ,  fur  la  circonférence 
a"  un  cercle  dont  le  diamètre  feroit  de  1 000000 
de  pieds. 


PROPOSITION     XXII. 

Théorème. 

445.  Si  quatre  lignes  droites  font  propor- 
tionnelles ,  les  polygones  femb labiés  & 
femblabhment  pojes  fur  les  deux  pre- 
mières ,  font  proportionnels  aux  polygo- 
nes femblables  &  femblabhment  pofés 
fur  les  deux  dernières  :  &  fi  deux  poly- 
gones femblables  font  proportionnels  à 
deux  autres  polygones  aufji  femblables  , 
les  côtés  des  premiers  font  proportionnels 
aux  côtés  pareils  des  derniers. 

Premièrement.  Si  AB  *  .  CD  :  :  EF .  fïs  29. 
GH  ,  les  polygones  AIB   6c  CKD  ,  qui 
font  femblables  &  femblablement  pofés  fur 
les  deux  premières  ,  font  proportionnels 
aux  polygones  EM  5c  GO ,  qui  font  aufil 
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femblables  6k  femblablement  pofés  fur  les 
deux  dernières* 

Démonjl.  Puifque  [  H  ]  les  polygones 
AIB  6k  CKD  font  femblables  ^  le  rapport 
du  premier  au  fécond  eft  doublé  du  rapport 

n.  439  du  côté  AB  au  côté  CD  (n)  :  6k  par  jine 
raifon  pareille  ,  le  rapport  du  polygone 
EM  au  polygone  GO  ,  eft  doublé  du  rap- 
port du  côtéEF  au  côté  GH.  Or,  le  rapport 
du  côté  AB  au  côté  CD  ,  eft  le  même  que 
celui  du  côté  EF  au  côté  GH  [h].  Donc, 
le  rapport  du  polygone  AIB  au  polygone 
CKD  ,  eu1  auffi  le  même  que  celui  du  po- 

N.  ?5©*lygone  EM  au  polygone  GO  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°  D, 

%•  *?•  Secondement.  Si  les  polygones  fem- 
blables AIB  *  6k  CKD  ,  font  proportion- 
nels aux  polygones  EM  6k  GO ,  qui  font 
auffi  femblables  ;  les  côtés  ,  par  exem- 
ple AB  6k  CD  des  deux  premiers ,  font 
proportionnels  aux  côtés  pareils  EF  6k 
GH  des  deux  derniers. 

Démon fl.  Si  les  quatre  lignes  droites 
AB  ,  CD  ,  EF  6k  GH  n'étoient  point 
proportionnelles  ;  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  trois  premières ,  feroit  ou 
plus  grande  ,  ou  plus  petite  ,  que  la  ligne 
G  H. 

Or,  fi  Ton  décrivoit  fur  cette  quatrième 
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(  n)  ,  un  polygone  qui  fût  femblable  au*.  43ï* 
polygone  GO  ,  &t  femblablement  pofé;  il 
feroit  auffi  plus  grand  ,  ou  plus  petit,  que 
le  polygone  GO.  Par  conféquent ,  il  ne 
feroit  point  proportionnel  aux  polygones 
AIB,  CKD&EM. 

Mais  [d]  ,  lorfque  quatre  lignes  droites 
font  proportionnelles  ,  les  polygones  fenv- 
blables ,  qui  font  femblablement  pofés  fur 
elles  ,  font  auffi  proportionnels.  Donc , 
puifque  les  polygones  femblables  AIB, 
CKD  ,  èkc.  qui  feroient  femblablement 
pofés  fur  les  trois  lignes  AB,  CD, 
EF  ,  6c  fur  une  quatrième  p^ps  grande  ou 
plus  petite  que  G  H  ,  ne  feraient  point 
proportionnels ,  ces  trois  lignes ,  &  une 
quatrième  plus  grande  ,  ou  plus  petite 
que  GH ,  ne  font  point  proportionnelles. 
Par  conféquent ,  les  lignes  AB  ,  CD  ,  EF 
^GH,  le  font. 

Donc,  C.  Q.  F.  i°  D, 

Corollaire,, 

446.  Il  fuit  de  la  première  partie  de 
ce  théorème  ,  que  fi  trois  lignes  droites 
font  en  proportion  continue  ,  les  polygones 
femblables  ,  &  femblablement  pofés  fur  ces 
trois  lignes  ,  font  aufjî  en  proportion  conti-> 
nue  :  &c  de  la  féconde  partie  ,  <{MQfi  trois, 
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polygones  femblables  font    en  proportion 
continue  ,  leurs  côtés  pareils  le  font  auffï. 

PROPOSITION     XXIII. 

Théorème. 

447.  Les  parallélogrammes  équiangles  font 
entreux  en  rapport  compofé  de  ceux  de 
leurs  côtés. 

Fig.  30.  JLes  parallélogrammes  équiangles  AC  * 
&  BF,  font  entr'eux  en  rapport  compofé 
de  celui  dufÉôté  AB  au  côté  B  E  ,  & 
de  celui  dircôté  BC  au  côté  BG;  c'eft.- 

n.  343. à-dire  (n)  ,  ce  que  le  produit  de  AB  mul- 
tiplié par  BC  y  efl  à  celui  de  BE  multiplié 
par  BG. 

Confia  Difpofez  les  parallélogrammes 
AG  ck  BF  ,  de  manière  que  les  côtés  BE 
ck  BG  ,  deviennent  les  prolongemens  des 
côtés  AB  6c  CB.  Décrivez  enfuite  fur  le 
côté  AB  ,  le  re&an^le  AI ,  dont  le  côté 
B  I  foit  égal  au  côté  B  C  ;  &  fur  îe  côté 
BE,  le  reclangle  BL,  dont  le  côté  BM 
foit  égal  au  côté  BG.  Enfin  ,  prolongez 
les  côtés  DC  &  FE,  jufqu'à  ce  qu'ils  fe 
rencontrent  à  un  point  H;  &  les  côtés  Kl 
ck  LE  ,  jufqu'à  ce  qu'ils  fe  rencontrent  4 
un  point  Ne 
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Démonfl.  Le  parallélogramme  ACeft  au 
parallélogramme  BH ,  ce  que  le  rectangle 
AI  eft  au  rectangle  BN  (n)  ;  puifque  cespa-N.  3$©. 
rallélogrammes ,  de  même  que  ces  rectan- 
gles font  entr'eux,  ce  queAB  eft  à  BE  (n).  n.  405  * 

Or ,  par  une  pareille  raifon  ,  le  parallé- 
logramme BH  eft  au  parallélogramme  BF, 
ce  que  le  reftangleBN  eft  au  rectangle  BL. 
Donc  (n)  ,  le  parallélogramme  AC  eft  aun.  38s,, 
parallélogramme  BF  ,  ce  que  le  reclangle 
AI  eft  au  reclangle  BL.  Mais  (n),  le  rec-N#  I4 
i angle  AI  eft  le  produit  de  AB  multiplié 
par  BI ,  qui  eft  égal  à  BC  [c  j  :  &  le  rec- 
tangle BL  eft  le  produit  de  BE  multiplié 
par  BM,  qui  eft  égal  à  BG  [c].  Donc,  le 
parallélogramme  AC  eft  au  parallélogram- 
me BF  ,  ce  que  le  produit  de  AB  multiplié 
par  BC,  eft  à  celui  de  BE  multiplié  par  BG, 

Par  çonféquent ,  C.  Q.  F.  D, 

Corollaire. 

448.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  les 
triangles  qui  ont  un  angle  égal  à  un 
(ingle  ,  font  entreux  en  rapport  compofé 
de  ceux  des  côtés  qui  forment  ces  angles 
égaux  *{*. 

•j-  Des  Auteurs  modernes  ont  écrit  que  cette  propos- 
ition ne  fe  trouve  dans  aucun  Livre  d'Elémens  ;  &  qu'elle 
ljeft  de  Scooten  )  commentateur  de  la  Géométrie  de  Pefc 
taartes,.  Ces.  Auteurs  n'avoient  point  lu  ^uçlide. 
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m.  i  ■  ■  i  I         ■   . 

PROPOSITION     XXIV. 

THEOREME. 

449.  Les  parallélogrammes  qui  ont  un  an» 
gle  de  commun ,  &  leurs  diagonales  fur 
une  même  ligne  droite  ,  font  femb labiés. 

£îg.  31.  L  E  s  parallélogrammes  G  E*  &  DB, 
qui  ont  l'angle  A  de  commun ,  Se  dont 
les  diagonales  AF  &  AC  font  fur  la  même 
ligne  droite  AC  ,  font  fembîables. 

Démonfl.  Puifque  les  parallélogrammes 

GE  &t  DB  ont  un  angle  de  commun  [h], 

n»  «4*»  ils  font  équiangles  (n).  Donc ,  l'angle  AEF 

eft  égal  à  l'angle  B;  &  par  conféquent, 

les  triangles  AFE  &:  ACB  qui  ont  l'angle 

N.  137.  CAB  de  commun  ,  font  fembîables  (n). 

Or,  puifque  ces  triangles  font  fembla- 
N.  413.  blés ,  AE  .  AB  :  :  EF  .  BÇ  (n). 

Ainii ,  les  parallélogrammes  GE  &  DB 

font  équiangles  ;  &  les  côtés  qui  y  forment 

les  angles  égaux  ,    font   proportionnels. 

Donc  ,  ces  parallélogrammes  font  fembla-j 

N,  400.  blés  (n).. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION 


'Ci 
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PROPOSITION    XXV. 

Problême. 

4  50.  Décrire  un  polygone  9  qui  foit  fem- 
bable  à  un  autre  polygone  donné,  &  égal 
à  un  troijieme  aujjî  donné, 

l  L  faut  décrire  un  polygone ,    qui  {bit 
femblable  au  polygone  BCD  *  ,  <k  égal  %  32* 
au  polygone  A. 

Conjl.  Décrivez  (n)  fur  l'un  des  cotés  N.  167, 
du  polygone  BCD  ,  par  exemple  fur  Je 
côté  BD  ,  un  rectangle  BE  ,  qui  Toit  égal 
à  ce  polygone  ;  6c  fur  l'un  des  côtés  de  ce 
rectangle  ,  par  exemple  fur  le  côté  DE  , 
un  rectangle  DH  ,  qui  foit  égal   au  po- 
lygone A.    Cherchez  enfuite  (n),  uneN.^ir.- 
moyenne  proportionnelle  DI ,  entre  les 
côtés  BD  &  DG.  Enfin  (n)  ,  décrivez  fur  n,  435. 
cette  moyenne  ,  un  polygone  DKI ,  qui 
ibit  femblable  au  polygone  BCD.  Il  fera  le 
polygone  demandé. 

Démonft.  Les  lignes  BD  ,  DI  Se  DG 
font  en  proportion  continue  [c].  Ainli  , 
puifque  les  polygones  BCD  &  DKI  font 
iemblables  [c]  ,  le  premier  eft  au  fécond  , 
ce  que  BD  éft  à  DG  (n  ).  Or  ,  le  re&an-  N,  44*. 

T 
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gle  BE  eft  auflï  au  re&angle  DH  ,  ce  que 

M.  40J.BD  eft  à  DG  (n).  Donc  ,  le  polygone 
BCD  eft  au  polygone  DKI ,  ce  que  le 

N.  3 jo.  rectangle  BE  eft  au  rectangle  DH  (n). 
Ainfî ,  puifque  le  premier  polygone  ck  le 
premier  reftangle  font  égaux  [c] ,  le  der«* 
nier  polygone  Se  le  dernier  re&angle  le 

^  3*9- font  aufti  (n). 

Mais ,  ce  dernier  rectangle  eft  égal  au 
polygone  A  [c].  Donc  ,  le  dernier  poly- 

N.  éi.gone  eft  aufli  égal  au  polygone  A  (n  ), 
D'ailleurs,  ce  même  dernier  polygone  eft 
femblable  au  polygone  BCD  [c]. 
Par  conséquent  ?  C.  Q.  F.  F, 
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PROPOSITION    XXVI. 
*  Théorème. 

4?i.  Chaque  côté  adjacent  à  V angle  droit 
d*un  triangle  rectangle  ,  ejl  moyen  pro- 
portionnel entre  la  fomme  &  la  diffé- 
rence des  deux  autres  côtés, 

J-jE  côté,  par  exemple  BC  *,  du  triangle  Fîg.  36. 
ABC  qui  eft  rectangle  en  C,.eft  moyen 
proportionnel  entre  la  fomme  BA+AC , 
ck  la  différence  B  A  —  AC  des  deux  autres 
côtés. 

Conjl.  Du  point  A  pris  pour  centre,' 
&  avec  le  côté  AC  pris  pour  rayon  ,  dé- 
crivez le  cercle  X.  Prolongez  enfuite  le 
côté  BA  ,  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la 
circonférence  à  un  point  D. 

Démon ft.  Des  deux  lignes  droites  B  AD 
&  BC  ,  qui  font  tirées  du  même  point  B 
hors  du  cercle  X  à  la  circonférence  du 
même  cercle  ,  la  première  le  coupe  ,  &  la 
féconde  le  touche  (n).  Ainfi  BAD  .  BC  n.  24^ 
:  :  BC  .BE  (n).  Or,  BAD  eft  la  fomme  des  N.  434. 
côtés  BA  &  AC  ;  &  BE  en- eft  la  diffé- 
rence [c]. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XXVII. 

*   Théorème. 

451.  Si  du  plus  grand  angle  d'un  trian- 
gle fcalêne ,  on  abaiffè  une  perpendicu- 
laire au  côté  oppofé  ,  la  bafe  &  la  diffé- 
rence des  fegmens  de  la  bafe  ,  font  moyen- 
nes.proportionnelles  entre  la  fomme  &  la 
différence  des  deux  autres  côtés, 

îïg.  37.L  A  fomme  AB  *  -f  BC  des  côtés  AB  & 
BC  du  triangle  fcalêne  ABC, eft  à  la  bafe 
AC  ,  ce  que  la  différence  AD— DC  des 
fegmens  AD  6c  DC  de  cette  bafe,  eft  à  la 
différence  AB— BC  de  ces  côtés. 

Conf.  Du  point  B  pris  pour  centre  ,  & 
avec  le  plus  petit  côté  BC  pris  pour  rayon, 
décrivez  le  cercle  X.  Prolongez  enfuite 
le  côté  AB  ,  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la 
circonférence  à  un  point  E. 

Démonjl.  Les  lignes  ABE  &  AC  font 
deux  fécantes  tirées  du  même  point  A 
hors  du  cercle  X  à  la  circonférence  du 
même   cercle  [c].  Ainfi  ,  ABE  .  AC  :  : 

n.  432- AG.  AF  (n).  Or,  ABE  eft  la  fomme  des 
côtés  AB  &  BC  ;  AF  en  eft.  la  différence; 
ck  AG  eft,  celle  des  fegmens  AD  èk  DC, 
Donc,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XXVIIL 

**  T  n  à  o  r  ê  m  e, 

453.  5/  K/ze  ligne  droite  qui  ejl  pefpendi* 
culaire  au  diamètre  d'un  cercle  9  rencontre 
une  corde  tirée  de  Vune  quelconque  des 
extrémités  de  ce  diamètre  ;  ce  même  dia~ 
mètre  ,  cette  corde  ,  &  les  parties  de  Vune 
&  de  Vautre  qui  ont  un  point  de  com- 
mun y  font  réciproquement  proportion^ 
nels. 


A  ligne  droite  DE*  qui  eft  perpendi- Fîg.  38, 
culaire  au  diamètre  AB  du  cercle  X,  ck 
rencontre  au  point  E  la  corde  AC  5  qui  a 
le  point  A  de  commun  avec  ce  diamètre  ? 
donne  cette  proportion ,  AB  .  AC  :  ;  AE  , 
AD. 

Conjl.  Tirez  du  point  B  au  point  C , 
la  ligne  droite  BC. 

Démonjl.  Les  triangles  ACB  ck  ADE 
qui  font  rectangles  l'un  en  C  (n) ,  ck  Tau-  N.  26$* 
tre  en  D  [h]  ,  ont  l'angle  A  de  commun. 
Ainfi ,  ils  font  femblables  ;  ck  par  confé- 
quent ,  AB  .  AC  :  :  AE  .  AD  (n).  n.  413. 

Or,  la  même  démonftration  fubilfle,  à 
quelque  point  que  la  perpendiculaire  DE 
rencontre  la  corde  AC. 

Donc,  C.  Q,  F.  D. 

Tiij 
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Corollaire     I. 

454.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  fi 
plufieurs  cordes  qui  font  tirées  chacune  de 
Vune  quelconque  des  extrémités  d?un  mime 
diamètre  ,  font  coupées  par  une  perpendicu- 
laire à  ce  diamètre  ;  tous  les  rectangles  faits 
chacun  de  chacune  de  ces  cordes ,  &  de  la 
partie  de  cette  corde  qui  a  un  point  de  com- 
mun avec  ce  même  diamètre  ,  font  égaux 
entr'eux. 

îJs-  39*  Le  rectangle  delà  corde  AC*  ck  de  fa 
partie  AE ,  eft  égal  à  celui  de  la  corde 
AG  6k  de  fa  partie  AF. 

Démonfi.  Puifque  ,  AB  .  AC  :  :  AE . 
n.  453-  AD  (n) ,  le  rectangle  des  lignes  AB  &  AD 
n.  430-  eft  égal  à  celui  des  lignes  AC  ek  AE  (n). 
Or,  par  une  raifon  pareille  ,  ce  même  pre- 
mier rectangle  eft  aufli  égal  à  celui  des 
lignes  AG  &  AF.  Donc  ,  le  rectangle  des 
lignes  AC  ck  AE  eft  égal  à  celui  des  lignes 
n.  62.  AG  ck  AF  (n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 
Corollaire    II. 

455.  Il  fuit  de  ce  corollaire  y  ck  du 
théorème  précédent  ,  que  fi  une  perpen- 
diculaire au  diamètre  d'un  cercle  ejl  au  mi- 
lieu de  ce  diamètre  ,  le  côté  du  quarré  infini 
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dans  ce  cercle  9  ejî  moyen  proportionnel  entre 
lune  quelconque  des  cordes  qui  ont  un  point 
de  commun  avec  ce  diamètre  -9  &  la  partie 
de  cette  corde  Comprife  entre  ce  point  com~ 
mun  &  cette  perpendiculaire. 

Dans  le  cercle  X  *  où  la  perpendicu-F!-.  39, 
îaire  d  e  au  diamètre  AB  eft  au  milieu  de 
ce  diamètre  ,  le  côté  du  quarré  qui  y  fe- 
roit  inferit ,  eft  moyen  proportionnel  en- 
tre la  corde ,  par  exemple  AC  ,  ck  fa  partie 
Ae. 

Conjl.  Prolongez  la  perpendiculaire  de 
jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  circonfé- 
rence à  un  point  H.  Tirez  enfuite  du 
point  Â  au  point  H  ,  la  ligne  droite  AH. 

Démonjl.  Le  rectangle  de  la  corde  AC 
ck  de  fa  partie  Ae,  eft  égal  à   celui   du 
diamètre  AB   &  du  rayon  A^(n).   Or , N   4>4= 
ce  dernier  rectangle  eft  double  du  quarré 
du  rayon  Ad  (n).  n.  40  j9 

Mais ,  le  quarré  de  la  ligne  AH ,  la- 
quelle eft  le  côté  du  quarré  qui  feroit  inf- 
erit dans  le  cercle  X  (n)  ,  eft  aufli  double  n.  190, 
du  quarré  du  même  rayon  A  d  (n).  Donc  ,  n.  171, 
le  redangle  de  la  corde  A*C  &  de  la  partie 
Ae ,  eft  égal  au  quarré  du  côté  AH  (n).  n.  67. 
Par  conféquent ,  AC .  AH  :  :  AH  .  A  e  (n).  n.  433. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

T  iv^ 
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PROPOSITION    XXIX. 

**  Théorème. 

456.  Si  après  avoir  décrit  un  demi- cercle 
fur  fune  quelconque  de  deux  cordes  qui 
s'entrecoupent  dans  un  cercle ,  on  élevé 
du  point  d'interfection  une  ordonnée  au 
diamètre  de  ce  demi-cercle  ,  cette  ordon- 
née ejl  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  parties  de  chacune  de  ces  cordes . 

F-g.  4©' L'ordonnée  EF*  au  diamètre  CD  du 
demi-cercle  CFD ,  eft  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  parties  AE  Se  EB  de  la 
corde  AB  du  cercle  ABD, 

Démonfl.  Puifque  les  cordes  AB  &  CD 
s'entrecoupent  au  point  E  ,  le  rectangle 
des  parties  AE  6k  EB  de  la  première  >  eft 
égal  à  celui  des  parties  CE  &  ED  de  la 

n.  168. féconde  (n).  Or,  le  reétangle  de  ces  par- 
ties CE  6c  ED  ,  eft  égal  au  quarré  de 

N.  26S. l'ordonnée  EF  (n).  Donc,  le  rectangle 

des  parties  AE  &:  EB  ,  eft  égal  au  quarré 

N.  6a.  de  l'ordonnée  EF  (n).  Par  conféquent  , 

n.  433.AE.EF::EF.EB(n). 
Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 
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Corollaire. 

457.  Il  fuit  de  ce  théorème >  que  Ji 
les  cordes  dont  il  s'agit  3  s'entrecoupent 
perpendiculairement  ^  alors  la  partie  EF*  Fl§»  4T«» 
de  la  corde  AB  9  ejl  moyenne  proportion- 
nelle entre  fes  deux  autres  parties  AE  & 
EB. 

un   m  1   — «—        1         1  — —  ■      il    ■■■  ■        1  .1  '  I)        1       «     .>   ■ ..; 

PROPOSITION     XXX. 

Problême, 

458.  Diyifer  en  moyenne  &  extrême  raifort 
une  ligne  droite  donnée* 

Il  faut  divifer  la  ligne  droite  AB  *,  enFig.  jj* 
moyenne  &  extrême  raifon. 

Confia  Divifez  (n)  la  ligne  AB  en  deuxN.  act, 
parties ,  qui  foient  telles  que  le  rectangle 
de  cette  ligne  &  de  la  plus  petite  partie 
CB  ,  foit  égal  au  quarré  de  la  plus  grande 
AC.  Elle  fera  divifée  comme  il  eft  de- 
mandé. 

Démonjl.  Le  reclangle  des  lignes  AB 
fk  CB  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  AC 
[c].  Ainfi ,  H-  AB  .  AC  .  CB  (n).  *«  4& 

Par  conféquent  ?  C.  Q.  F.  F, 


*S* 
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PROPOSITION    XXXI. 
Théorème. 

459.  5i  des  polygones  qui  font  décrits  fur 
les  côtés  d'un  triangle  rectangle  font  fem- 
blables  ,  &  femblablement  pofés  fur  ces 
côtés  ;  celui  qui  efl  fur  Vhypothénufe  efl 
égal  à  la  fomme  des  deux  autres. 

Fig-  34.  ^  1  les  polygones  X*,  Y  &  2,,  qui  font 
décrits  fur  les  côtés  du  triangle  reclangle 
ABC  ,  font  femblables ,  &  femblablement 
pofés  fur  ces  côtés  ;  le  polygone  X  ,  qui 
efl:  fur  l'hypothénufe  AC  ,  efl:  égal  à  la 
fomme  des  polygones  Y  &  Z  qui  font 
fur  les  autres  côtés. 

Conjl.  Du  point  B  ,  abaiflez  la  perpen- 
N.  96.  diculaire  BD  à  l'hypothénufe  AC  (n). 

Démonfl.   Les  triangles  ABC  &  ADB 

n.  420.  font  femblables  (n).  Donc ,  H-  AC  .  AB  . 

w.  413.  AD  (n).  Ainfi ,  puifque  les  polygones  X  ÔC 

Y  font  aufli  femblables  [h]  ,  le  polygone 

X  efl:  au  polygone  Y ,  ce  que  AC  efl:  à 

8.  440.  AD  (n).  Par  conféquent ,  en  renverfant, 

le  polygone  Y  efl:  au  polygone  X  9.  ce  que 

N.  37a,  AD  efl  à  AC  (n). 

Pareillement  3    les   triangles  ABC  & 


Livré  Sixième.       445 

&  CDB  font  femblables  (n).  Donc,  H-n.  420. 
AC  .  BC  .  DC  (n).    Ainfî  ,   puifque  lesN.  413. 
polygones  X  &  Z  font  auffi  femblables 
[hj,  le  polygone  X  eft  au  polygone  Z, 
ce  que  ÂC  eft  à  DC  (n).  Par  conséquent ,  n.  440, 
en  renverfant ,  le  polygone  Z  eft  au  poly- 
gone X,  ce  que  DC  eft  à  AC  (n).  n.  372» 

Ainfî  ,  les  fix  quantités  Y,  X  ,  AD  , 
AC  9  Z  &  DC  ,  font  telles  que  les  quatre 
premières  font  proportionnelles  ;  &  que  la 
cinquième ,  la  féconde ,  la  fixieme  &  la 
quatrième ,  le  font  auffi.  Donc  ,  la  fomme 
Y-f-Z  de  la  première  &c  de  la  cinquième  , 
eft  à  la  féconde  X ,  ce  que  la  fomme  AD 
-j-DC  de  la  troilieme  ôc  de  la  fîxieme , 
eft  à  la  quatrième  AC  (n).  Par  conféquent,  n.  390» 
puifque  cette  dernière  fomme  AD+DC  , 
eft  égale  à  AC ,  la  première  Y  -j-  Z  eft 
égale  à  X  (n).  N.  36^, 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 


.=£--    S&.    é~~ 
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PROPOSITION    XXXII. 

Théorème. 

460.   Dans  les  cercles  égaux  9  les  fecleurs 

font  entreux ,  comme  les  arcs  qui  les 

terminent. 

Tîg*35--UANS  les  cercles  égaux  B*&E,le 
fe&eur  ABC  eft  au  fecleur  DEF ,  ce  que 
l'arc  AHC  eft  à  l'arc  DMF. 

#.  262.  Conjl.  Divifez  (n)  le  plus  petit  ÀC  des 
deux  arcs  AC  &  DF,  en  tel  nombre  de 
parties  égales  qu'il  vous  plaira  ;  par  exem- 
ple ,  en  quatre  parties  égales  AG ,  GH , 
ckc.  Prenez  fur  l'arc  DF,  une  partie  DK 
égale  à  la  partie  AG.  Enfin  ,  tirez  du  cen- 
tre B  aux  points  GjH,  &c.  les  rayons 
BG,  BH  ?  &c  ;  8*  du  centre  E  au  point 
K  ,  le  rayon  EK. 

Dêmonft.  Les  feôeurs  ABG  ,  GBH '; 
N.37.HBI  ,  IBC  6c  DEK  ,  font  égaux  (n). 
Ainfi ,  l'on  démontre  que  le  feéreur  ABC 
eft  au  fe&eur  DEF,  ce  que  l'arc  AHC  eft 
à  l'arc  DMF,  par  un  raisonnement  tout 
pareil  à  celui  dont  on  s'eft  fervi  au  na 
4° 5  y  Pour  démontrer  que  les  parallèle- 
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grammes  dont  les  hauteurs  font  égales , 
font  entr'eux  comme  leurs  bafes. 
,    Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

461.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  h 
fecieur  eji  au  cercle  ,  ce  que  Parc  du  fecieur 
eji  à  la  circonférence  du  cercle. 


PROPOSITION    XXXIII. 

**  Théorème, 

462.  Si  de  deux  points  pris  à  volonté  fuf 
Parc  qui  termine  un  quart  de  cercle  ,  mais 
cependant  également  éloignés  chacun  du 
milieu  de  cet  arc ,  on  abaiffe  des  perpen- 
diculaires au  rayon;  le  quadrilatère  com- 
pris entre  ces  perpendiculaires  efl  au  cer- 
cle ,  ce  que  Varc  qui  termine  ce  quadrila- 
tère eji  à  la  circonférence  du  cercle. 

JLe  quadrilatère  ABCD*  compris  entre  Fig.  42, 
les  lignes  droites  AD  ck  BC  qui  font  per- 
pendiculaires chacune  au  rayon  EK9  ck 
rencontrent  l'arc  AIB  aux  points  A  ck  B 
également  éloignés  chacun  de  fon  milieu 
I  ,  eft  au  cercle ,  ce  que  ce  même  arc 
AIB  eu  à  la  circonférence  du  cercle» 
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Conjl.  Tirez  du  centre  E  aux  points  À 
&B,  les  rayons  EA  Se  EB. 

Dêmonji.    L'arc   BK  eft  égal  à  l'arc 

LA  [h].   Ainfi  ,  l'angle  BEK  eft  égal  à 

N.  37.  l'angle  LE  A    (n).   Or,  l'angle  LEA  eft 

n.  ijo.  égal  à  l'angle  EAD  (n)  ;  puifque  les  lignes 

n.  129. LE  &  AD  font  parallèles  (n).  Donc,  les 

n.  62.  angles  BEK.  &c  EAD  font  égaux  (n). 

Ainfi ,  dans  les  triangles  ECB  &£  ADE 
qui  font  reclangles  l'un  en  C ,  &  l'autre 
en  D  [c] ,  les  angles  BEK  &  EAD  font 
égaux ,  de  même  que  les  côtés  EB  &  EA 
N*3*'(n).  Donc,  ces  triangles  font  égaux  (n). 
Par  conféquent,  fi  du  même  quadrilatère 
ABCE  on  retranche  le  premier  de  ces 
4eux  triangles ,  ou  fi  l'on  en  retranche  le 
dernier ,  les  reftes  feront  égaux. 

Or,  ces  reftes  font,  dans  le  premier  cas, 
le  fe&eur  AEB  ;  &  dans  le  fécond,  le  qua- 
drilatère ABCD.  Donc  ,  ce  fe&eur  &  ce 
n.  64.  quadrilatère  font  égaux  (n). 

Mais ,  ce  fecteur  eft  au  cercle ,  ce  que 

l'arc  AÏB  eft  à  la  circonférence  du  cercle 

n.  461.  (n).    Donc  ,   le  quadrilatère  ABCD  eft 

auffi  au  cercle  ,  ce  que  ce  même  arc  AIB 

eft  à  la  même  circonférence. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 
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Corollaire    I, 

463.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  fi 
Von  prolonge  jufquà  la  circonférence  les 
perpendiculaires  AD*  &  BC ,   la  bande  fig.  43. 
ABFG  ejl  au  cercle  ,  ce  que  Varc  AIB'eji 

à  la  demi-circonférence. 

Corollaire    II. 

464.  Il  fuit  auffi  de  ce  même  théorème  , 

que  les  bandes  telles  que  ABCD*9EFGH>vig,  43, 
&c.  font  entr elles  9  comme  les  arcs  AIB  9 
EIF9  &c.  qui  les  terminent  de  Vun  de  leurs 


côtés. 


Corollaire    II I. 


465.  Enfin ,  il  fuit  de  ce  corollaire ,  que 
fi  après  avoir  divifé  en  un  même  nombre  de 
parties  égales  chacun  des  arcs  égaux  IE  *  Fig.  4?» 
&  IF,  on  tire  par  chaque  point  de  divifion 
des  parallèles  a  la  corde  IK  9  les  bandes  , 
telles  que  ED  ,  AK  ,IC&  BG  qui  en  ré- 
fultent ,  font  en  proportion  arithmétique, 

Démonfl.  Si  chacun  des  arcs  IE  ck  IF 
eft  divifé ,  par  exemple  en  deux  parties 
égales ,  la  bande  EG  eft  double  de  la 
bande  AC  (n).  Ainfi ,  la  fomme  des  bandes  n.  464* 
ED  ôc  BG  eft  égale  à  celle  des  bandes 
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AK  &c  IC.   Par  conséquent ,  ces  quatre 

bandes  font  en  proportion  arithmétique. 

Et  fi  les  arcs  IE  &  IF  font  divifés  cha- 
cun en  un  plus  grand  nombre  de  parties 
égales,  on  démontre ,  par  un  raifonnement 
femblable  au  précédent ,  que  toutes  les 
bandes  qui  réfultent  de  cette  divifion, 
prifes  deux  à  deux ,  l'une  au-deffous  êk  l'au- 
tre au-deffus  de  la  corde  IK,  ck  également 
éloignées  chacune  de  cette  corde ,  forment 
entr'elles  des  fommes  égales.  Donc  ,  ces 
bandes  font  toujours  en  proportion  arith- 
métique. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

On  peutfe  fervir  de  cette  propofïtion  ,  de 
la  manière  fuivante  9  pour  réfoudre  ce  pro~ 
blême* 

lïg.  44.  Couper  d'un  cercle  X  *  une  bande ,  qui 
en  foit  ,  par  exemple  ,  la  cinquième 
partie. 

Solution,  Tire^  un  diamètre  AB  ,  à 

n.  261.  volonté,  Divife^  (n)  en  deux  parties  égales 
AI  &  IC  le  quart  AC  de  la  circonférence 
Prene^  départ  &  d'autre  du  point  I  les  arcs 
ID  &  IE  ;  chacun  de  18  degrés  9  parce  que 
36   efl  la  dixième  partie  de  360.   Enfin  9 

N#  133.  des  points  D  &  E  ,  tire^  (n)  les  parallèles 
VG  &  EF  au  diamètre  AB,  Le  quadrilatère. 


Livre   Sixième.       449 

DF  que  ces  parallèles  forment  avec  les  arcs 

DE  &  FG ,  ejl  (n)  la  bande  demandée,      N«  463* 


PROPOSITION    XXXIV. 

*  Théorème. 

466.  Le  rectangle  des  diagonales  d'un  qua~ 
drilatere  quelconque  infcrit  dans  un  cer- 
cle 9  ejl  égal  à  la  fomme  des  deux  reclan-* 
gles  faits  chacun  des  côtés  oppofés  de  ce 
même  quadrilatère, 

J-i  E  re&angle  des  diagonales  AC*  &  BD  f%.  4f. 

du  quadrilatère  ÀBCD  infcrit  dans  le  cer- 
cle X,eft  égal  à  la  fomme  des  rectangles 
faits,  l'un  des  côtés  AB  &  DC,  &  l'au- 
tre, des  côtés  AD  &BC. 

Conjl.  Faites  (n)  fur  le  côté  AB  ,  l'angle  n,  119. 
ABE  égal  à  l'angle  DBC. 

Démonjl.  Dans  les  triangles  ABE  ck 
DBC  ,  les  angles  ABE  &  DBC  font 
égaux  [c] ,  &  les  angles  BAC  &  BDC  le 
font  aufTi  (n)  ;  puisqu'ils  font  chacun  dansN#  2j(>o 
le  même  fegment  BADC.  Ainfî ,  ces  deux 
triangles  font  équiangles.  Donc  ,  AB  . 
BD  :  :  AE  .  DC  (n)  ;  &  par  conféquent ,  n.  413. 
le  rectangle  des  lignes  AB  &  DC  eft  égal 
à  celui  des  lignes  BD  ck  AE  (n).  N.  4p9 
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Pareillement ,  dans  les  triangles  ÈBG 
ck  ABD ,  les  angles  EBC  ck  ABD  font 
égaux  ;  puifque  la  partie  DBC  du  premier 
eft  égale  à  la  partie  ABE  du  fécond  [c], 
ck  que  la  partie  EBD  leur  eft  commune: 
ck  les  angles   BCA    ck  BDA  font  aufli 

N.  250.  égaux  (n) ,  puifqu'ils  font  chacun  dans  le 
même  fegment  BCDA.  Ainfï ,  ces  deux 
triangles  font  aufîi  équiangles.  Donc ,  BC  . 

n.  413.  BD  :  :  EC  .  AD  (n)  ;  ck  par  conféquent , 
le  rectangle  des  lignes  AD  ck  BC  eft  égal 

N.  430.  à  celui  des  lignes  BD  ck  EC  (n). 

Donc  ,  la  fomme  des  rectangles  faits  , 
l'un  des  lignes  BD  ck  AE,  êk  l'autre ,  des 
lignes  BD  ck  EC  ,  eft  égale  à  celle  des 
rectangles  faits  ,  l'un  des  côtés  AB  ck  DC, 
ck  l'autre,  des  côtés  AD  6k  BC.  Mais* 
cette  première  fomme  eft  la  même  chofe 
que  le  rectangle  des  diagonales  AC  ck  BD 

N.  iSi.(n)  ;  puifque  les  lignes  AE  ck  EC  font 
toutes  les  parties  de  la  diagonale  AC. 
Donc,  le  rectangle  des  diagonales  AC  & 
BD *  eft  égal  à  la  fomme  des  rectangles 
faits  ,  l'un  des  côtés  AB  ck  DC ,  ck  l'au- 
tre ,  des  côtés  AD  ck  BC. 
Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 
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Là  ES  principes  des  lignes  &  desfurfaces 
ont  été  établis  dans  les  Livres  prêcidens  ; 
ainji ,  il  ne  rejle  plus  à  parler  que  de  ceux 
des  Jolides.  Mais  9  il  efl  necejfaire  de  conji- 
dèrer  auparavant ,  Us  différentes  pojîtions 
que  les  lignes  droites  &  les  plans  peuvent 
avoir  à  V égard  d'autres  plans.  Cet  objet 
feroit  celui  du  onzième  Livre  d'Euclide  ,  Ji 

j-  Nous  fupprimons  le  feptieme  Livre ,  le  huitième  & 
le  neuvième ,  parce  que  ces  trois  Livres  ne  traitent  que  de 
certaines  propriétés  des  nombres,  qui  font  affez  inutiles. 
Nous  faifons  la  même  chofe  à  l'égard  du  dixième  ,  parce 
qu'il  ne  confidere  les  quantités  ,  que  pour  déterminer 
celles  qui  font  incommenfurahles  ;  c'eft-à-dire  ,  celles  qui , 
relativement  à  d'autres ,  ne  peuvent  point  être  exprimées 
par  des  nombres, 
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les  perfonnes  qui  ont  raffemblé  les  écrits  Je 
ce  Géomètre  9  nav  oient  pas  confondu  ce 
Livre  avec  le  douzième  9  qui  traite\  des  fo- 
ndes ;  de  manière  que  de  14  Livres  a" Elé- 
mens 9  elles  nen  ont  fait  que  13.  Cette 
faute  ejl  irréparable  9  à  caufe  du  grand 
nombre  a" Auteurs  qui  citent  cet  ouvrage. 
Ainjî  9  tout  ce  que  nous  avons  pu  faire  9 
a  été  de  ne  point  interrompre  Vordre  des 
proportions  :  mais  de  divifer  ce  onzième 
Livre  en  deux  parties  9  dont  la  première 
comprend  le  onzième  d'Euclidê  ;  &  la  fe-« 
conde  ,  ce  qui  auroit  du  faire  le  douzième. 

Au  refie  _,  cette  première  partie  eji  abfo- 
lument  néceffaire  9  pour  la  Trigonométrie 
fphérique  ,  la  Gnomonique  9  UAflronomie  , 
les  Sections  coniques  9  la  Coupe  des  pierres , 
&c  ;  &  la  dernière  ,  pour  le  Mefurage  des 
foUdes* 


A 
*& 
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DÉFINITIONS. 

467.  /~\  N  nomme  corps  ou  folide  ,  ce 
V>/  qui  eft  étendu  en  trois  fens. 

Corollaire. 

468.  Il  fuit  de  cette  définition  9  que 
les  extrémités  d'un  corps  font  des  fur- 
faces. 

Démonft.  Les  extrémités  d'un  corps 
ne  font  point  étendues  en  trois  fens ,  puif- 
que  fi  elles  Vétoient  9  elles  feroient  des 
corps  (n).  Or ,  fi  les  extrémités  d'un  corps  ^,  467* 
étoient  des  corps  ,  elles  auroient  d'autres 
corps  pour  extrémités.  Par  conféquent ,  elles 
ne  feroient  point  celles  de  ce  premier  corps  ; 
mais  y  ce  feroient  ces  autres  cqrps  qui  h 
feroient. 

Elles  ne  font  point  non  plus  étendues 
feulement  en  un  fens.  Car  9  puifque  les 
corps  font  étendus  en  trois  fens  (n)  ,  il  faut  n,  4^7, 
néceffairement  que  ce  qui  termine  les  corps  , 
termine  deux  de  ces  fens.  Or  9  ce  qui  nefl 
étendu  qu'en  un  fens  ,  ne  peut  point  en 
terminer  deux. 

Cependant ,    les   extrémités  d?un  corps 
font  étendues.  Donc ,  elles  ne  le  font  quen 
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deux  fens  ;    &  par  conféquent ,  elles  font 
N.  9.  des  furfaces  (n). 

Donc,C.  Q.  2\Z>. 

469.  On  dit  d'une  ligne  droite,  qu'elle 
ejl  dans  un  plan  9  lorfque  toutes  (es  par- 
ties font  dans  ce  plan ,  prolongé  s'il  eft 
néceffaire. 

Fig.  1.  Les  lignes  droites  CD  *  &  EF  y  font 
dans  le  plan  X. 

470.  On  dit  de  deux  lignes  droites  , 
qu'elles  font  dans  le  même  plan  ,  lorfque 
Ton  peut  concevoir  un  plan  ,.  dans  lequel 
ces  deux  lignes  feroient  en  même  tems. 

471.  On  dit  de  deux  plans,  qu'ils 
font  dans  le  même  plan  9  lorfqu'étant  pro- 
longés ,  ils  fe  rencontreroient  de  manière 
qu'ils  ne  formeroient  plus  qu'un  feul 
plan, 

472.  Enfin ,  on  nomme  commune  feclion 
de  deux  plans  ,  une  ligne  qui  eft  com- 
mune à  ces  deux  plans. 

Flg.  2.  La  ligne  AB  *  5  qui  ejl  en  même  tems 
dans  le  plan  X  &  dans  le  plan  Y  9  ejl  la 
commune  feclion  de  ces  deux  plans. 

473.  On  dit  d'une  ligne  droite  ,  qu'elle 
eft  perpendiculaire  à  un  plan  ,  lorfqu'elle 
l'eft  à  toutes  les  lignes  de  ce  plan,  avec 
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lefquelles  elle  peut    avoir   un  point   de 
commun. 

La  ligne  AB  *  efb  perpendiculaire  au  Fîg.  1. 
plan  X ;  fi  elle  Vefl  aux  lignes  CD  9  EF , 
&c.  qui  font  dans  ce  plan ,  &  avec  lef- 
quelles elle  a  le  point  B  de  commun. 

474.  On  dit  d'une  ligne  droite ,  qu'elle 
eft  inclinée  à  un  plan ,  lorfqu'elle  forme- 
roit  un  angle  aigu  9  avec  une  autre  ligne 
droite  qui  feroit  tirée  du  point  auquel  cette 
première  ligne  rencontre  ce  plan,  au  point 
auquel  une  perpendiculaire  abaiflee  d'un  è 
point  quelconque  de  cette  même  première 
ligne  à  ce  même  plan  ,  le  rencontreroit. 

La  ligne  droite  AB  *  ejl  inclinée  auplan  Fig.  3„ 
X  ;  parce    quelle  forme  un   angle  aigu 
ABC  *{* ,  avec  la  ligne  BC  qui  efl  tirée  dit 
point  B  au  point  C  >  auquel  la  perpendicu- 
laire AC  rencontre  ce  plan. 

475.  On  dit  d'un  plan ,  qu'il  eft  perpen- 
diculaire à  un  autre ,  lorfque  les  lignes 
droites  qui  font  tirées  <dans  l'un  de  ces 
)lans ,  perpendiculairement  à  leur  com- 
mune fe&ion  ,  font  aufli  perpendiculaires 
à  l'autre  plan. 

Le  plan  Y*  efl  perpendiculaire  au  plan^.  2„ 
X  ;  parce  que  les  lignes  droites  CD  9  EF9 

■f  L'angle  aigu  ABC*  s'appelle  Y  Inclinai  fin  de  la  ligne  Fig.   j, 
AB  élu  plan  X, 


. 
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&c.  qui  font  tirées  dans  le  plan  Y  perpendi- 
culairement à  la  commune  feclion  AB , 
font  aufji perpendiculaires  au  plan  X, 

476.  On  dît  d'un  plan ,  qu'il  eu.  incline 
à  un  autre ,  lorfque  les  lignes  droites  qui 
feroient  tirées  chacune  dans  chacun  de 
ces  plans,  d'un  même  point  de  leur  com- 
mune feclion  ,  ck  perpendiculairement  à 
leur  commune  feclion  ,  formeroient  des 
angles  aigus. 

jgg.  4<  Le  plan  Y*  ejl  incliné  au  plan  X ; 
parce  que  les  lignes  droites  BA  &  BC  qui 
font  tirées ,  Vune  dans  le  plan  Y,  &  l'autre 
dans  le  plan  X,  perpendiculairement  à  la 
commune  feclion  Et),  forment  un  angle 
aigu  ABC  \. 

477.  On  dit  que  des  plans  font  égale- 
ment 9  ou  femblablement  inclinés  à  d'au- 
tres plans ,  chacun  à  chacun ,  lorfque  leurs 
inclinaifons  font  égales. 

478.  On  dit  que  des  plans  (ont  paral- 
lèles 9  lorfque  tous  les  points  des  uns  font 
également  éloignés  de  tous  les  points  cor-* 
refpondans  des  autres. 

Kg.  4»     t  L'angle  aigu  ABC*,  s'appelle  V inclinai  fort  du  plan  Y 
au  plan  X. 

Corollaire. 
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Corollaire. 

479.  Il  fuit  de  cette  définition  9  que  des 
plans  parallèles  ne  fe  rencontrent  point. 

480.  On  dit  que  des  folides  font  fem- 
blables  9  lorfqu'ils  font  terminés  par  un  pa- 
reil nombre  de  furfaces  9  femblables  cha- 
cune à  chacune. 

481.  On  dit  que  des  folides  font  fem~ 
blables  &  égaux  9  lorfqu'ils  font  terminés 
par  un  pareil  nombre  de  furfaces  ,  fem- 
blables Se  égales ,  chacune  à  chacune. 

482.  Enfin,  on  dit  que  des  folides  font 
égaux ,  lorfqu'ils  contiennent  des  efpaces 
égaux. 

483.  On  nomme  angle  folide ,  un  angle 
formé  par  plus  de  deux  angles  plans ,  qui 
ont  chacun  le  même  point  pour  fommet; 
ck  ne  font  point  dans  le  même  plan. 

V angle  A*  qui  ejl  formé  par  les  anglesty.  $* 
plans  EAD  9  DAC  9   &c.  qui  ont  chacun 
le  même  point  A  pour  fommet ,  &  ne  font 
point  dans  le  même  plan  ,    efl  un  angle 
folide. 

484.  On  nomme  Pyramide  9  un  folide 
terminé  par  plus  de  deux  plans  triangulai- 
res ,  qui  ont  chacun  le  même  point  pour 

V 
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fommet  ;  &  dont  les  côtés  qui  font  oppo- 
fés  à  ce  fommet  ?  font  chacun  dans  le 
même  plan. 
Fjg.  6,  Le  folide  ABCD  *  qui  ejl  formé  par  les 
triangles  ABD,  DBC  &  ABC 9  qui  ont 
chacun  le  même  point  B  pour  fommet ,  & 
dont  les  côtés  AD  ,  DC  &  AC 9font  cha- 
cun dans  le  même  plan  ADC  ^  9  ejl  une 
pyramide, 

485.  On  nomme  pyramides  triangulaU 
res ,  celles  dont  les  bafes  font  des  triangles  : 
pyramides  quadrilatères  3  celles  dont  les 
bafes  font  des  quadrilatères  :  pyramides 
pentagones ,  celles  dont  les  bafes  font  des 
pentagones ,  &  ainfi  de  fuite. 

486.  On  nomme  Prifme  9  un  folide  qui 
eft  terminé  de  deux  côtés  par  deux  plans 
quelconques ,  égaux  ,  femblables  ck  pa* 
ralleles;  &c  de  chaque  autre  côté,  par  un 
parallélogramme, 

îig.  7.      Le  folide  X*  qui  ejl  terminé  de  deux 

côtés  par  les  exagones  CF  &  LI  ^f ,  égaux  9 

femblables  &  parallèles  ;  &  de  chaque  autre 

côté, par  les  parallélogrammes  AG 9  HF , 

JE ,  &c.  ejl  un  prifme. 

487.  On  nomme  prifmes  triangulaires  , 

j"  Ce  plan  s'appelle  la  baje  de  la  pyramide. 

f  Ces  deux  plans  s'appellent  les  bafes  du  prifme. 
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ceux  dont  les  bafes  font  des  triangles  : 
prifmes  quadrilatères  ,  ceux  dont  les  bafes 
font  des  quadrilatères  :  prifmes  pentagones  9 
ceux  dont  les  bafes  font  des  pentagones  ; 
&  ainfi  de  fuite. 

488.  OnnommQ  Sphère  y  un  folide  qui 
eft  terminé  par  une  feule  furface  ,  dont 
tous  les  points  font  également  éloignés 
d'un  certain  point  de  ce  folide. 

Le  folide  X*  efl  une  fphere.  Fig.  S. 

489.  On  nomme  Centre  d'une  fphere, 
le  point  qui  eft  également  éloigné  de  tous 
les  points  de  la  furface  de  cette  fphere. 

Le  point  C*  efl  le  centre  de  la  fphere  X,  %.  8* 

490.  On  nomme  Diamètre  o>une  fphere, 
une  ligne  droite  quelconque  qui  palfe  par 
le  centre  de  cette  fphere  ,  &  eft  terminée 
de  part  &  d'autre  à  fa  furface. 

La  ligne  AB*  efl  un  diamètre  de  la?\z.  8. 
fphere  X, 

491  •  On  nomme  Rayon  d'une  fphere, 
une  ligne  droite  quelconque  qui  eft  tirée 
du  centre  de  cette  fphere  à  fa  furface. 

La  ligne  C3*  efl  un  rayon  de  la  fphere^  s. 
X, 

492.  On  nomme   Axe  d'une  fphere, 

Vij 
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un  diamètre  fixe  de  cette  fphere,  fur  le- 
quel elle  tourne. 

fif*  8«  Le  diamètre  AB*  ejl  /'axe  de  la  fphere 
IL  y  jl  ce  diamètre  étant  immobile  à  V égard 
de  cette  fphere  ,  elle  tourne  fur  lui. 

493.  Lorfqu'une  fphere  eft  coupée  par 
un  plan ,  la  feétion  eft  un  cercle.  Or ,  ce 
cercle  fe  nomme  grand  cercle  >  lorfque  le 
plan  coupant  pafle  par  le  centre  de  la 
fphere  ;  &  petit  cercle  ?  lorfqu'il  n'y  pafte 
point, 

494.  On  nomme  Cône,  une  efpece  de 
pyramide  9  dont  la  bafe  eft  un  cercle. 

jFig.  9.      Lefolide  ABCD*  eft  un  cône. 

495.  On  nomme  Axe  d'un  cône  ,  une 
ligne  droite  qui  eft  tirée  du  fommet  de 
ce  cône  ,  au  centre  de  fa  bafe. 

fl„  o#      La  ligne  BE*  ejl  l'axe  du  cône  ABCD, 

496.  On  nomme  Cône  droit ,  celui  dont 
l'axe  eft  perpendiculaire  à  la  bafe  ;  Ô£ 
Cône  incliné 9  celui  dont  l'axe  eft  incliné 
à  la  bafe. 

497.  On  nomme  Cylindre  9  une  efpece 
de  prifme  ,  dont  les  bafes  font  des  cercles 
égaux  Se  parallèles.    , 

Fie.  19.     Le  f°tide  X*  ejl  un  cylindre» 
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498.  On  nomme  Axe  d'un  cylindre, 
une  ligne  droite  qui  eft  tirée  du  centre  de 
la  bafe  fupérieure  de  ce  cylindre  ,  au  cen- 
tre de  fa  bafe  inférieure. 

La  ligne  G  H*  eji  /'axe  du  cylindre  X.  ?»§• 

499.  On  nomme  Cylindre  droit ,  celui 
dont  l'axe  eft  perpendiculaire  à  la  bafe  £ 
6c  Cylindre  incliné  7  celui  dont  l'axe  eft 
incliné  à  la  bafe. 

500.  On  dit  que  des  cônes  font  fem- 
blables ,  lorfque  leurs  axes  font  propor- 
tionnels aux  diamètres  de  leurs  bafes  j  ck 
il  en  eft  de  même  des  cylindres. 

501.  On  nomme  Exaèdre,  ou  Cube9xm 
prifme  qui  eft  terminé  par  fix-  quarrés* 

502.  On  nomme  Tétraèdre,  une  pyra- 
mide qui  eft  terminée  par  quatre  triangles 
équilatéraux  6c  égaux. 

503.  On  nomme  Ocïa'êdre ,  un  folide 
qui  eft  terminé  par  huit  triangles  équila- 
téraux 6c  égaux. 

504.  On  nomme  Dodécaèdre ,  un  folide 
qui  eft  terminé  par  douze  pentagones  ré- 
guliers 6c  égaux. 

505.  On  nomme  Icofaèdre ,  un  folide 

Viij 
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qui  eft  terminé  par  vingt  triangles  équî- 
latéraux  &  égaux. 

//  eft  impoffiblc  qu'il  y  ait  des  corps  ri" 
guliers  qui  J oient  différens  de  la  fphere  9  ou 
de  ces  cinq  derniers  Jolides. 

506.  Enfin  ,  on  nomme  Parallélépipède  , 
un  folide  qui  eft  terminé  par  fix  plans  pa- 
rallèles. 

507.  On  dit  d'un  folide,  qu'il  eft  inf- 
crit  dans  un  autre  9  lorfqu'il  a  tous  Tes  an- 
gles dans  la  furface  de  cet  autre  :  6c  qu'il 
eft  circonfcrit  à  un  autre ,  lorfque  fa  fur- 
face  touche  tous  les  angles  de  cet  autre. 
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PREMIERE    PARTIE, 

DES    PLANS., 

PROPOSITION      L 

Théorème* 

K 08.   Toutes  les  parties  a" une  ligne  droite 
font  dans  le  même  plan. 

UNe  ligne  droite  AB  *  dans  le  plan  Fîg.  u, 
X  ,  6c  une  ligne  droite  BC  hors  de 
ce  plan  ,   ne  font  point  une  feule  ligne 
droite. 

Conjl.   Du  même  point  B  élevez  dans 
le  plan  X  (n)  ,  la  perpendiculaire  BE  à  la  n.  9?. 
ligne  AB  ;  6c  la  perpendiculaire  BD  à 
la  ligne  BE. 

Dêmonjl.  La  fomme  des  angles  EBA 
6c  EBD,  eft  égale  à  celle  de  deux  angles 
droits.  Ainii  ,  les  lignes  AB  6c  BD ,  qui 
font  tirées  du  même  point  B  de  la  ligne 
droite  BE ,  ne  font  qu'une  feule  ligne 
droite   ABD  (n).  K.  100. 

Par  conféquent,  les  lignes  AB  6c  BC , 
ne  font  point  une  feule  ligne  droite. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 

Viv 
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— — —  1 1  II 

PROPOSITION    IL 

Théorème. 

509.  Deux  lignes  droites  qui  ont  un  point 
de  commun  _,  font  dans  le  même  plan. 

Ftg.  12. Les  lignes  droites  AB  *  ck  CD  qui 
ont  le  point  E  de  commun ,  font  dans 
le  même  plan. 

Çonjl.  Du  point  A  pris  à  volonté  fur 
la  ligne  AB  ,  tirez  à  un  point  quelconque 
D  de  la  ligne  CD ,  une  ligne  droite  AD. 

Démonjl.  La  partie  AE  de  la  ligne  AB 
eft  dans  le  plan  du  triangle  AED  ,  puis- 
qu'elle eft  l'un  des  côtés  de  ce  triangle  ; 
ck  par  une  raifon  pareille ,  la  partie  DE 
de  la  ligne  CD  eft  auffi  dans  le  même 
plan.  Ainfi  ,  les  lignes  AB  ck  CD  ont 
chacune  une  partie  dans  le  même  plan, 
N.  5cS.     Par  conféquent,  elles  y  font  aufli  (h). 

Donca  C.  Q.  F.  D. 
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«  «3-3 


PROPOSITION    III. 
Théorème, 

Jto.  La  commune  feclion  de  deux  plans  y 
eji  une  ligne  droite, 

Lt  A  commune  feclion  AB  *  des  plans  rlg 
CD  &  EF ,  eft  une  ligne  droite. 

Dèmonjt.  Si  la  ligne  AB  ,  dont  les  ex- 
trémités A  &  B  font  dans  les  plans  CD 
6c  EF  [h],  fe  courboit  entre  ces  extré- 
mités 9  ou  vers  E,  ou  vers  F  ,  elle  forti- 
toit  du  plan  CD  ;  û  elle  fe  courboit ,  ou 
vers  C  ,  ou  vers  D  ,  elle  fortiroit  du  plan 
EF  ;  ck  fi  elle  fe  courboit  vers  tout  au- 
tre côté  i  elle  fortiroit  en  même  temps  ck 
du  plan  CD,  ck  du  plan  EF.  Or,  dans 
tous  ces  cas ,  elle  ne  feroit  plus  la  com- 
mune feclion  de  ces  deux  plans  (n).         h.  475 

Donc  ,  puifqu'elîe  eft  cette  commune 
feclion  [h]  ,  elle  va  directement  du  point 
A  au  point  B  ;  ck  par  conféquent ,  elk 
eft  une  ligne  droite  (n),  n,  t. 

Donc,  C.  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION     IV. 
Théorème. 

k  1 1 .  5i  </e  Jro/s  lignes  droites  qui  ont  un 
point  de  commun  y  Vune  ejl  perpendicu- 
laire aux  deux  autres  ,  elle  Vefl.  aujjl  à 
leur  plan. 

Fig  14.  Lj  A  ligne  droite  AB  *  qui  eft  perpendi- 
culaire aux  lignes  droites  CD  &  EF,  avec 
lefquelles  elle  a  le  point  B  de  commun  , 
l'eft  auffi  à  leur  plan  X. 

Conjl.  Du  point  B,  pris  pour  centre, 
&  avec  tel  rayon  qu'il  vous  plaira  ,  pre- 
nez fur  les  lignes  CD  &  EF ,  les  parties 
égales  BC,  BE ,  BD  6c  BF.  Tirez  du 
point  C  au  point  E  ,  la  ligne  droite  CE  ; 
ck  du  point  F  au  point  D  ,  la  ligne  droite 
FD.  Par  le  point  B  ,  tirez  dans  le  plan  X  , 
«ne  ligne  droite  quelconque  GH ,  qui  ren- 
contre les  précédentes  CE  &  FD  ,  à  deux 
points  quelconques  G  &  H.  Enfin  >  tirez 
du  point  À  aux  points  C ,  G  ,  E,D, 
H  &  F,  les  lignes  droites  AC  ,  AG  >  AE  , 
AD,ÂH&  AF, 

Démcnjl,     Premièrement.     Dans    les 
triangles  ABC,  ABE?  ABD  &  ABF» 
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qui  font  tous  re&angles  en  B  [h]  ,  les 
cotés  BC  ,  BE ,  BD  ek  BF  ,  font  égaux 
[c]  ,  ck  le  côté  AB  eft  commun.  Ainiî , 
les  côtés  AC,  AE,  AD  &  AF,  font  auffi 
égaux  (n).  N,  Si. 

Secondement.  Dans  les  triangles  EBC 
ck  DBF,  l'angle  EBC  eft  égal  à  l'angle 
DBF  (n);  ck  les  côtés  BC  ck  BE  font*.  r<w; 
égaux  aux  côtés  BD  ck  BF,  chacun  à 
chacun  [c].  Ainft ,  le  côté  CE  efl  égal  au 
côté  FD  ,  ck  l'angle  BCE  à  l'angle  BDF 
(n).  n.  I* 

Troifiémement.  Dans  les  triangles  GBC 
ck  HBD ,  le  côté  BC  eft  égal  au  côté 
BD  [c]  ,  l'angle  BCE  à  l'angle  BDF[d]  , 
ck  l'angle  CBG  à  l'angle  DBH  (n).  Ainfi  ,N.  «•*. 
le  côté  CG  eft  égal  au  coté  DH  9  ck  le 
côté  £G  au  côté  BH  (n).  Ns  l2i, 

Quatrièmement.  Dans  les  triangles 
ACE  ck  ADF ,  le  côté  AC  eft  égal  au 
côté  AD  [d]  ,  le  côté  AE  au  côté  AF 
[d],  ck  le  côté  CE  au  côté  FD  [d]. 
Ainn*  ,  l'angle  ACE  eft  égal  à  l'angle 
ADF  (n).  N-  §f* 

Cinquièmement.  Dans  les  triangles 
ACG  ck  ADH  ,  l'angle  ACE  eft  égal  à 
l'angle  ADF  [d]  ,  le  côté  AC  au  côté 
AD  [d]  ,  ck  le  côté  CG  au  côté  DH  [d], 
Ainfi,  le  côté  AG  eft  égal  au  côté  AH 
(n),  #.  Sfe 
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Sixièmement.  Enfin  ,  dans  les  triangles 
ABG  &  ABH  ,  le  côté  AG  eft  égal  au 
côté  AH  [d],  le  côté  BG  au  côté  BH 
[d]  ,  &  le  côté  AB  eft  commun.  Ainlî , 
N.  88,  l'angle  ABG  eft  égal  à  l'angle  ABH  (n). 
Par  conféquent ,  la  ligne  AB  eft  perpendi- 
n.  i<>.  culaire  à  la  ligne  GH  (n). 

Or  ,  la  même  démonftration  fubfifte  ," 
en  quelque  endroit  du   plan   X  que  l'on 
.     tire  la  ligne  GH  >  pourvu  qu'elle  parle  par 
le  point  B.   Donc,  la  ligne  AB  eft  per- 
pendiculaire à  toutes  les  lignes  de  ce  plan  9 
avec  lefquelles  elle  peut  avoir  un  point  de 
commun.  Par  conféquent  ?  elle  l'eft  auffi 
N°  473»  à  ce  même  plan  (n). 
Donc,  C.  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION    V. 

Théorème. 

512.  Si  de  quatre  lignes  droites  qui  ont 
un  point  de  commun ,  Vune  efl  perpendi- 
culaire aux  trois  autres^  ces  trois  dernières 
font  chacune  dans  le  même  plan, 

ji  la  ligne   droite  AB*  efl:  perpendicu- pîg,  ij. 
laire  aux  lignes  droites  BC  ,  BD  &  BE, 
avec  lefquelles  elle  a  le  point  B  de  com- 
mun ,  ces  trois  dernières  lignes  font  cha- 
cune dans  le  même  plan. 

Démonfl.  Puifque  les  lignes  BC  &  BD 
ont  le  point  B  de  commun  [h]  ,  elles  font 
dans  un  même  plan  X  (n),  Ainfî ,  fi  laN.  50^ 
ligne  BE  eft  la  commune  feétion  de  ce 
plan  &  d'un  autre  plan  quelconque ,  les 
lignes  BC ,  BD  &  BE ,  font  chacune  dans 
un  même  plan  ;  puifqu'alors  cette  ligne 
BE  fera  auflî  dans  le  plan  X  (n).  n.  472,, 

Or ,  la  ligne  BE  efl  la  commune  fec- 
îion  de  ce  dernier  plan  &  du  plan  Y,  qui 
eft  celui  des  lignes  AB  &  BE  (n).  Car  ,n.  $09, 
puifque  la  ligne  AB  eft  perpendiculaire 
aux  lignes  BC  &  BD  [h]  ,  elle  l'eft  auffi 
au  plan  X  de  ces  lignes  (n)  •>  ck  par  con-N,  jiz, 
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féquent ,  à  toutes  les  lignes  de  ce  plan  i 
avec  lefquelles  elle  peut  avoir  un  point 
N.  473.de  commun  (ri).  Or,  elle  a  néceftaire- 
ment  le  point  B  de  commun  avec  la  com- 
mune feéHon  de  ce  même  plan  &  du  plan 
Y.  Donc ,  elle  éfl  perpendiculaire  à  cette 
commune  fe&ion. 

Mais ,  de  toutes  les  lignes  droites  que 
l'on  peut  tirer  du  point  B ,  dans  le  plan  Y, 
la  ligne  BE  eït  la  feule  à  laquelle  cette 
ligne  AB  puifle  être  perpendiculaire  ;  puis- 
qu'elle l'eft  à  cette  dernière  ligne  [h]  ,  6c 
que  d'un  même  point  on  ne  peut  élever 
dans  un  même  plan  ,  qu'une  feule  perpen- 
diculaire à  une  même  ligne  droite.  Donc, 
cette  ligne  BE  eft  la  commune  fe&ion  du 
plan  X  &  du  plan  Y. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION     VI. 

Théorème. 

J 1 3 .  Deux  Vignes  droites  qui  font  perpen- 
diculaires chacune  au  même  plan  y 
font  parallèles, 

JL  E  S  lignes  droites  AB*  &  CD  qui  font  Fig.  16* 
perpendiculaires  chacune  au  plan  X  ,  font 
parallèles. 

Conjl.  Tirez  du  point  B  au  point  D  > 
la  ligne  droite  BD.  Du  point  D  ,  élevez 
dans  le  plan  X  (n)  ,  la  perpendiculaire  N.  9y* 
ED  à  cette  ligne  BD.  Faites  cette  per- 
pendiculaire égale  à  la  ligne  AB.  Enfin, 
tirez  du  point  B  au  point  E,  la  ligne  droite 
BE  ;  ck  du  point  À  aux  points  E  Se  D  , 
les  lignes  droites  AE  cV  AD. 

Démonfl.  Les  lignes  AB  6c  CD  font 
perpendiculaires  chacune  à  la  ligne  BD 
(n)  ;  puisqu'elles  îe  font  chacune  au  plan  ^.  47*a 
X  [h].  Aii-.lî,  ii  elles  font  chacune  dans 
le  même  plan  ,  elles  font  parallèles  (n).      N.  11?» 

Or ,  ces  lignes  font   chacune  dans  le 
même  plan.   Car,  les  triangles  ABD  & 
EDB  font  rectangles  9  l'un  en  B  (n)  ,  &n.  473. 
l'autre  en  D  [c];  ils  ont  le  côté  AB  égal 
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au  côté  ED  [c]  ;  &  le  côté  BD  leur  eft 
commun.  Donc ,  le  côté  AD  eft  égal  au 
*.  «a.  côté  BE  (n). 

Ainfi ,  dans  les  triangles  ADE  ck  ABE  , 

le  côté  AD  eft  égal  au  côté  BE  [d]  ,  le 

côté  ED  au  côté  AB  [c]  ,  &  le  côté  AE 

eft  commun,  Donc ,  l'angle  ADE  eft  égal 

N.  88.  £  l'angle  ABE  (n).  Par  conféquent,  puif- 

N.  473»  que  ce  dernier  angle  eft  droit  (n) ,  l'angle 
ADE  l'eft  auffi. 

Ainfî  9  la  ligne  ED  eft  perpendiculaire 
à  la  ligne  AD  [d]  ,  à  la  ligne  BD  [c]  ,  & 

**•  473*  à  la  ligne  CD  (n).  Donc  ,  cette  ligne 
CD  eft  dans  le  même  plan  que  les  lignes 

n.  jia. AD  ck  BD  (n).  Or,  la  ligne  AB  y  eft 
auflî  ;  puifqu'elle  eft  l'un  des  côtés  du 
triangle  ADB  ,  dont  ces  lignes  AD  &  BD 
font  les  autres  côtés.  Donc  ,  les  lignes  AB 
6c  CD  font  chacune  dans  le  même  plan. 

Par  conséquent,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

514.  Il  fuit  de  la  démonftration  de  ce 
théorème  ,  que^z  deux  lignes  droites  font 
parallèles  >  elles  font  chacune  dans  le  même 
plan. 
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PROPOSITION    VIL 
Théorème. 

j  1 5 .  Une  ligne  droite  qui  en  rencontre  deux 
autres  qui  font  parallèles  ,  ejl  dans  le 
même  plan  que  ces  dernières. 

J-j  A  ligne  droite  EF*,  qui  rencontre  auxFig.  17, 
points  E  ck  F  les  lignes  droites  ck  paral- 
lèles AB  6k  CD ,  eft  dans  le  même  plan 
que  ces  parallèles. 

Démonjl.  Si  l'on  fuppofe  que  le  plan 
des  parallèles  AB  ck  CD  Toit  coupé  par 
un  autre  plan  quelconque  qui  pafTe  par  les 
points  E  ck  F  ,  la  commune  fection  de 
ces  deux  plans  y  paflera  aufli.  Ainfi ,  ces 
deux  points  feront  communs  ck  à  cette 
commune  fetlion ,  &  à  la  ligne  droite 
EF.  Mais ,  cette  même  commune  ie&ion 
fera  aufli  une  ligne  droite  (n).  Donc,  laN.  jio. 
ligne  droite  EF  eft  cette  commune  fec- 
tion  (n).  |  n.  74. 

Or ,  puifque  la  ligne  EF  eft  la  commune 
feclion  du  plan  des  parallèles  AB  ck  CD 
ck  d'un  certain  autre  plan,  elle  eft  dans  le 
même  plan  que  ces  parallèles  (n),  N.  471, 

Par  conféquentj  C.  Q.  F.  D, 
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PROPOSITION    VIII. 
Théorème. 

ci 6.  Si  de  deux  lignes  droites  qui  font 
parallèles ,  Vune  ejl  perpendiculaire  à 
un  plan  ,  Vautre  ejl  aujfî  perpendiculaire 
au  même  plan, 

Fig.  16, 3  I  la  ligne  droite  AB*  ,  qui  eft  parallèle 
à  la  ligne  CD  ,  eft  perpendiculaire  au 
plan  X  ,  la  ligne  CD  eft  aufli  perpendicu- 
laire au  même  plan  X. 

Conjl.  La  même  que  celle  du  n°  513. 

Démonfl.  Les  lignes  DA  ck  DB  ren- 

contrenr  les  lignes  AB   &  CD  [c] ,  qui 

font  parallèles  [h].  Ainfi ,  ces  quatre  îi- 

N.  51  ç.  gnes  font  chacune  dans  le  même  plan  (n). 

Or  9  la  ligne  ED  eft  perpendiculaire  à  ce 

N.  511.  p^an  (n)  9  puifqu'elle  l'eft    &  à  la  ligne 

'  DB  [c]  ,   ck  à  la  ligne  DA ,  par  une  dé- 

monftrafcion  pareille- à  celle  du  n°   513. 

Donc  ,  elle  eft  auffi  perpendiculaire  à  la 

N.  473- ligne  CD  (n). 

Mais  la  ligne  BD  eft  aufli  perpendicu- 
K.  131. laire  à  cette  même  ligne  CD  (n).  Donc, 
cette  ligne  CD  eft  perpendiculaire  au  plan 
N.  5"»X(n). 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F8  D. 
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PROPOSITION    IX. 
Théorème. 

517.  Deux  lignes  droites  qui  font  paral- 
lèles chacune  à  une  même  ligne  ,  le  font 
auffi  entr  elles  ,  quand  mÂme  elles  ne  fe- 
roient  point  dans  le  même  plan  que  cette 
dernière, 

.Les  lignes  droites  AB  *  &  CD,  qui  Fig.  i8, 
ne  font  point  dans  le  même  plan  que  la 
ligne  EF  •}*,  mais  qui  font  parallèles  cha- 
cune à  cette  dernière  ligne ,  le  font  aufli 
entr'elles. 

Conjl.  Du  point  G  ,  pris  à  volonté  fur 
la  ligne  EF,  abahTez  (n)  une  perpendicu-  n.  96. 
laire  GH  à  la  ligne  AB  ;  S-c  une  perpendi- 
culaire GI  à  la  ligne  CD. 

Démonjl.  La  ligne  EF  eft  perpendicu- 
laire 8r  à  la  ligne  GH  ,  &  à  la  ligne  GI 
(n).  Ainfi ,  elle  l'eft  aufïi  au  plan  de  ces  n,  137, 
lignes  (n).   Mais,  les  lignes  AB   8c  CD  n,  511. 
font  parallèles  chacune  à  cette  ligne  EF 
[h].  Donc  ,   elles  font  aufîi  perpendicu- 

■j"  Si  les  trois  lignes*  propofées  étoient  dans  le  même 
plan ,  cette  proportion  feroit  la  même  que  celle  du 
n°  132,. 
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**.  salaires  chacune  à  ce  même  plan  (n).  Pat 

conféquent  ,  elles  font  auffi  parallèles  entre 
N-  513-  elles  (n). 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     X. 
Théorème. 

518.  Les  angles  dont  les  fcmmets  regardent 
le  même  côté  9  &  dont  les  côtés  font  pa- 
rallèles )  chacun  à  chacun  ,  font  égaux  ^ 
quand  même  ils  ne  fer  oient  point  dans 
le -même  plan* 

«g.  19. .Le s  angles  ABC*  &  DEF,  dont  les 
côtés  ED  &  BA  ,  EF  5c  BC  font  paral- 
lèles ,  chacun  à  chacun  ,  font  égaux  ; 
quand  même  ils  feroient  dans  des  plans 
dirTérens. 

Conf,  Prenez  à  volonté  fur  les  côtés 
des  angles  propofés ,  les  parties  égales 
B  A  &  ED  ,  BC  &  EF.  Tirez  enfuite ,  des 
points  A  ,  B  &  C ,  aux  points  D ,  E  & 
F,  les  lignes  droites  AD  ,  BE  &  CF  ;  & 
des  points  A  &  D  aux  points  C  &  F  ,  les 
lignes  droites  AC  Se  DF. 

Dêmonfl.  Puifque  dans  le  quadrilatère 
AE ,  les  côtés  BA  &  ED  font  égaux  [c] 
&  parallèles  [h]  ,  le  côté  AD  eft  égal  6c 
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parallèle  au  côté  BE  (n).  Et  par  une  raifon  n.  142. 
pareille  ,  le  côté  BE  eft  aufïi  égal  &  pa- 
rallèle au  coté  CF.  Donc,  les  côtés  AD 
&  CF  du  quadrilatère  CD  font  égaux  &c 
parallèles  (n).   Par  conféquent  ,  le  côtéN.  62. 
AC  eft  égal  au  côté  DF   (n).  N.  142; 

Ainfi ,  dans  les  triangles  ABC  8c  DEF, 
le  côté  BA  eft  égal  au  coté  ED  [c],  le 
côté  BC  au  côté  EF  [c] ,  &  le  coté  AC 
au  côté  DF  [d].  Donc  ,  l'angle  ABC  eft 
égal  à  l'angle  DEF  (n).  n.  88. 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION    XI. 

Pr  o  b  l  ê  m  e. 

JI9.  D'un  point  donné  hors  d yun  plan  9 
abaijjer  une  perpendiculaire  à  ce  plan. 

1 L  faut  abaifler  du  point  A  *,  une  per-  f\„   20t> 
pendiculaire  au  plan  X. 

Conjl.  Tirez  à  volonté  dans  le  plan  X , 
une  ligne  droite  BC.  AbalfTez  du  point  A 
(n)  ,  la  perpendiculaire  AD  à  cette  ligne.  Na  9^ 
Du  point  D  ,  élevez  dans  le  même  plan 
(n)  ,  la  perpendiculaire  DE  à  cette  mêrnew.  9?. 
ligne.  Enfin  (n)  ,  abaiftez  du  même  point  n.  96. 
A  ,  la  perpendiculaire  AE  à  la  ligne  DE, 
SE-He  fera  la  perpendiculaire  demandée, 
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Pour  la   démon jlration.    Tirez    par   le 
N«  »  33  •  point  E  (n) ,  la  parallèle  FG  à  la  ligne 
BC. 

Démonjl.    La  ligne  BC  eft  perpendi- 

N.  circulaire    au  plan  du   triangle  ADE  (n)  ; 

puifqu'elle  l'eft  &  à  la  ligne  AD ,  &  à 

la  ligne  DE  [c].  Donc  ,  puifque  la  ligne 

FG  eft  parallèle  à  cette  ligne  BC  [c] , 

elle  eft    aufli    perpendiculaire  au  même 

N.  5l6-plan  (n)  ;  6c  par  conféquent,   à  la  ligne 

N-473-AE  (n). 

Ainfi  ,  la  ligne  AE  eft  perpendiculaire 
à  la  ligne  DE  [c] ,  &  à  la  ligne  FG  [d], 
M.  5"- Donc  elle  l'eft  aufli  au  plan  X  (n). 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 

S  C  H  O  L  I  E. 

Ce  Problême  f en ,  dans  la  Gnomonique9 
à  trouver  le  pied  du  flyle» 


0£ 
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PROPOSITION    XII. 

Problême. 

52O.    D*un  -point  donne   dans  un  plan  9 
élever  une  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Il  faut  élever  du  point  À  *,  une  perpen-  *ig.  *'• 
diculaire  au  plan  X. 

Conjl,    Du  point  B  ,   pris  à  volonté 
hors  du  plan  X,  abaiffez  (n)  une  perpen- n.  510. 
diculaire  BC  à  ce  plan.  Tirez  enfuite  par 
le  point  A  (n),  une  parallèle  AD  à  cette  N.  133, 
ligne  BC.  Elle  fera  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

Dêmonjl.  La  ligne  BC  eu.  perpendicu- 
laire au  plan  X  [c].  Ainfî ,  puifque  la 
ligne  ADeft  parallèle  à  cette  ligne  BC 
[c],  elle  eft  auflî  perpendiculaire  au  même 
plan  (n).  N.  5I$. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  F. 
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PROPOSITION    XIII. 

Théorème. 

521.  D'un  même  point  9  on  ne  peut  ni 
élever  9  ni  abaijjer  9  plus  d'une  perpen- 
diculaire au  même  plan, 

Fig.  22.  Wn  ne  peut  du  point  A  * ,  élever  plus 
d'une  perpendiculaire  au  plan  X  ;  ni  du 
point  B  ,  lui  en  abaiffer  plus  d'une. 

Démonjl.    Les  lignes  droites  qui  font 
perpendiculaires  chacune  au  même  plan, 
N#     «  font  parallèles  (n).  Ainfi ,  elles  n'ont  au- 
:  N>    g#  cun  point  de  commun   (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

522.  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  fi 
deux  plans  font  perpendiculaires  9\  toute 
ligne  droite  qui  efi  tirée  d'un  point  quelcon- 
que de  F  un  de  ces  plans  ,  perpendiculaire' 
ment  à  l'autre ,  pajfe  par  leur  commune 
fiction. 
p£g.  23.      Si  le  plan  Y  *  eft  perpendiculaire  au  1 
plan  X  ,    toute  perpendiculaire  à  ce  der- 
nier plan ,  qui  fera  tirée  d'un  point  quel- 
conque A  du  premier ,  pafTera  par  leur 
commune  fe&ion  CD, 

Conjl, 
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Conjl.  Abaiffez  du  point  A  (n) ,  une  **i  9&* 
perpendiculaire  AB  à  la  commune  fec- 
tion  CD. 

Dêmonfl.  La  ligne  AB  eft  dans  le  plan 
Y,  puifque  Tes  points  A  &c  B  y  font  [c]. 
Ainfi  ,  puifqu'elle  eft  perpendiculaire  à  la 
commune  fe&ion  CD  [c]  ,  elle  l'eft  aufîî 
au  plan  X  (n).  N-  47f  • 

Or ,  cette  ligne ,  qui  eft  la  feule  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ,  que  Ton  puirle  tirer 
du  point  A  (n) ,  parte  par  la  commune  N.  ï2** 
feâion  CD  [c].  Donc ,  toute  ligne  droite 
qui  étant  tirée  du  même  point  ne  pafle 
pas  par  cette  commune  fe&ion  9  n'eft  point 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XIV. 

Théorème, 

52.3.  Si  une  même  ligne  droite  eft  perpen* 

dïculaire  a  deux  plans  9  ces  plans  font 

parallèles» 

0 1  la  ligne  droite  AB  *  eft  perpendicu-  Fîv,  i4 
laire  au  plan  AD  &  au  plan  BC,  cqs 
plans  font  parallèles. 

Conjl,   Du  point  D  ,  pris  à  volonté 

«A. 
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N«  i33-dans  le  plan  AD  ,  tirez  (n)  la  parallèle 
DC  à  la  ligne  AB.  Tirez  enfuite  ,  des 
points  A  &:  B  aux  points  D  ck  C  ?  les  li- 
gnes droites  AD  ck  BC. 

Dimonjl.   Les  lignes  AD  &  BC  font 

N.  s i5- chacune  dans  le  même  plan  (n);  puifque 
[c]  elles  rencontrent  les  lignes  AB  &  DC 
qui  font  parallèles  [c],  Ainfi ,  puifqu'elles 
font  perpendiculaires  chacune  à  la  même 

N.  473. ligne  AB  (n) ,  elles  font  auffi  parallèles 

N.  12?.  (n).  Donc  j  le  quadrilatère  AC  eft  un  pa- 
rallélogramme» Par  conféquent ,  le  point 
D  eft  auffi  éloigné  du  point  C ,  que  le 

N.  M3.pomt  A  Feft_du  point  B  (n). 

Or,  la  même  démonflration  fubfiile  ,  à 
quelque  point  du  plan  AD  que  l'on  prenne 
le  point  D.  Donc ,  tous  les  points  de  ce 
plan  font  également  éloignés  de  tous  les 
points  correfpondans  du  plan  BC.  Par 
conféquent ,  ces  deux  plans  font  paralîe* 

N,  478.  les  (n). 

Donc,  C.  Q.  F.  D- 
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PROPOSITION    XV. 

r 

Théorème. 

524.  Si  deux  angles  qui  font  dans  des 
plans  diffère ns  ,  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles -,  chacun  à  chacun  y  ces  plans  font 
auffi  parallèles. 

Si  les  côtes  BA  *  &'BC",  ED  &  EFFig.  *5. 
des  angles  ABC  Se  DEF  ,  qui  font  l'un 
dans  le  plan  X  &  l'autre  dans  le  plan  Y, 
font  parallèles  chacun  à  chacun  ,  ces  plans 
font  auffi  parallèles. 

Conjl.  Abaiflez  du  point  B  (n)  _,  uneN.  51*» 
perpendiculaire  BG  au  plan  Y.  Tirez  en- 
fuite  (n) ,   du  point  G  auquel  cette  perTN.  133, 
pendiculaire  rencontre  ce  pian  ,  une  pa- 
rallèle GI  au  côté  EF  ;  ôc  une  parallèle 
GH  au  côté  ED. 

Démonjl.    Les  lignes  BC  &c  GI   font 
parallèles  entr'elles   (n)  ;  puifqu'elies  len.  J17. 
font  l'une  [h]  &  l'autre  [c]  à  la  même 
ligne  EF.  Et  par  une  raifon  pareille  ,  les 
lignes  B  A  &:   GH    font  auffi  parallèles. 

Ainfi ,  puifque  la  ligne  BGeft  perpen- 
diculaire aux  lignes  GI  &:  GH  (n) ,  elle  n.  473. 
'eft  auffi  à  leurs  parallèles  BC    &c  BA 
[n)  ;   &  par  conféquent  au  plan  X  (n).    V* 

Xij 
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Or,  puifque  la  ligne -BG,  quierl  per-- 
pendiculaire  au  plan  Y  [c]  ,    l'eu  aufli 
au  plan  X[d],  ces  deux  plans  font  pa- 
P3.ralleles  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XVI, 

T  HÉ  O  R  È  M  E. 

525;.  Si  deux  plans  qui  font  coupés  par 
un  troijieme  ,  font  parallèles  9  leurs  com-  \ 
munes  feclions  font  aujji  parallèles, 

%,  16. 'Oî  les  plans  X'*  .  &  Y,  qui  font  coupés; 
par  le  plan  Z  ,  font  parallèles,  leurs  com-* 
mûries  ferions  AB  &:  CD  font  aufli  par- 
allèles. 

Démonjl.  Lorfque  les  lignes  droites  qui 
font  chacune  dans  le  même  plan  ,  ne  font 
point  parallèles  ,  elles  fe  rencontreroient  3i 
û  on  les  prolongeoit  autant  qu'il  le  feroit  j 
néceflaire. 

Or ,  les  communes  feetions  AB  ck  CD  ] 

N.  fio.  font   des  lignes    droites   (n)  ;    elles   font! 

No  472.  chacune  dans  le  même  plan  Z  (n)  ;  & 
étant  prolongées  autant  qu'on  le  voudroit, 
elles  ne  fe  rencontreroient  point;  puifque! 
elles  font  aufli  l'une  dans  le  plan  X,  Sçli! 


Livre    Onzième.     485 

l'autre  dans  le  plan  Y  (n) ,  qui  ne  fe  ren-  n.  472, 

contrent  point   (n)*   Donc  ,  elles   font  n.  479. 

parallèles. 

.   Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 

■     ■  ■  — — •—  •  '  -  '  * — ^" 

PROPOSITIQN    XVII. 

Théorème, 

526.  Si  des  plans  parallèles  coupent  plu- 
(leurs  lignes  droites^  ces  lignes  font  cou* 
pies  proportionnellement, 

ai  les  plans  X'*  Y  Se  Z  ,  qui  coupent  Fl-     27. 
les  lignes  droites  AB  ck  CD  ,  font  paral- 
lèles,  on  a  cette  proportion  y  AE  .  EB  :  l 
CF .  FD. 

Conji.  Tirez  du  point  A  au  point  D  , 
la  ligne  droite  AD. 

...  Dêmonjl.  Le  plan  du  triangle  BAD 
coupe  les  plans  Y  &  Z ,  qui  font  parallèles 
[h],  Ainfi ,  leurs  communes  fecîions  EG 
ck  BD  font  parallèles  (n)»  n,  515. 

Pareillement ,  le  plan  du  triangle  ADC 
coupe  les  plans  Y  <k  X  ,  qui  font  auiîï 
parallèles  [  H }.  Ainu"  ,  leurs  communes 
feclions  GF  &  AC  font  aulïi  parallèles  (n).  n.  525* 

Or ,  puifque  les  lignes  EG  &  BD  font 
parallèles ,  on  a  cette  proportion  AE  .  EB 
:  :  AG .  GD  (n)  :  &c  par  une  raifon  pa-  n,  411. 

Xiij 
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reille,   AG  .  GD  ::  CF  .  FD.    Donc, 
n.  350.AE.EB::  GF.FD(n). 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION     XVIII. 
Théorème. 

527.  Si  une  ligne,  droite  efî perpendiculaire 
■  à- un  plan  J  tous  les  plans  dans  ïef quels 
cette  perpendiculaire  fe  trouve  ,  font  auffi 
perpendiculaires  à  ce  même  plan. , 

Kg.  28.  i3  1  la  ligne  droite  AB  *  qui  eft.  dans  le 

plan  Y,  efî  perpendiculaire  au  plan  X  ?  le 

plan  Y  en:  aufïi  perpendiculaire  au  plan  X. 

Conjl.  Du  point  F5  pris  à  volonté  dans 

N.  133. la  -commune  fe&ion  CD  9  tirez  (n)  une 
parallèle  EF  à  la  ligne  AB. 

Démonjl.  La  ligne  AB  eft  perpendicu- 
laire au  plan  X  [h].  Ainiî ,  la  ligne  EF  , 
qui  efî:  parallèle  à  cette  ligne  [c]  ,  efî  auffi 

n.  $i6.  perpendiculaire  au  même  plan  (n)  ;  &  par  : 
conféquent  à   la  commune    fe&ion  CD 

N.  473*  (n)- 

Or,  il  en  eft  de  même  de  toutes  les 
parallèles  à  la  ligne  AB  que  l'on  peut  tirer 
dans  le  plan  Y.  Donc ,  ce  plan  eft  per- 
N.  475.  pendiculaire  au  plan  X  (n). 

Par  conféquent  VC.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XIX. 
Thé  orême. 

528.  Si  deux  plans  qui  fe  coupent  font 
perpendiculaires  chacun  à  un  troifieme  , 
leur  commune  feclion  lui  ejl  aujjî  per-> 
pendiculaire, 

JLa  commune  feclion  AB *  des  plans,  Y  ^s*  *9« 
&  Z  qui  font  perpendiculaires  chacun  au 
plan  X,  eft  aum*  perpendiculaire  au  même 
plan. 

Dêînonjl.  La  commune  feclion  AB  doit 
être  en  même  tems  dans  le  plan  Y  ck  dans 
le  plan  Z  (n).  Or ,  û  elle  inclinoit  vers  C  5  H»  47*< 
ou  vers  D ,  elle  ne  feroit  plus  dans  le  plan 
Z  :  fi  elle  inclinoit  vers  E  ,  ou  vers  F  ,  elle 
ne  feroit  plus  dans  le  plan  Y  :  ck  fi  elle 
inclinoit  v^rs  tout  autre  côté  ,  elle  ne  fe- 
roit dans  aucun  de  ces  plans.  Donc ,  elle 
n'incline  vers  aucun  côté  du  plan  X.  Par 
conféquent  >  elle  eft  perpendiculaire  à  ce 
plan. 

Donc,C.  Q.  F.  D. 

X  iv 
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SECONDE    PARTIR 
DES  SOLIDES. 

BWW—  ,        il — — ^— ^— — — — — — »—       il  — ^— «— — > 

PROPOSITION    XX. 

Théorème. 

529.  Lorfque  trois  angles  plans  forment 
un  angle  folide  ,  chacun  de  ces  trois 
angles  ejl  plus  petit  que  la  fomme  des 
deux  autres. 

J_j  A  fomme  de  deux  quelconques  des 
trois  angles  plans  BAC*,  CAD  &:  BAD, 
qui  forment  l'angle  folide  A  ,  par  exem- 
ple, celle  des  angles  BAC  &  CAD ,  eft 
plus  grande  que  l'angle  BAD. 

Conjl.  Sur  le  côté  AB  du  plus  grand 
N.  119.  des  angles  propofés  ,  décrivez  (n)  un  an- 
gle BAE  qui  ait  le  point  A  pour  fommet , 
&  foit  égal  à  l'angle  BAC.  Prenez  à  vo- 
lonté fur  les  côtés  AC  6k  AE,  les  parties 
égales  AC  &  AE.  Du  point  B,  pris  à 
volonté  fur  le  côté  AB ,  tirez  au  point 
C  la  ligne  droite  BC  ;  ck  par  le  point  E, 


rîg.  30. 
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la  ligne  droite  BED.  Enfin  ,  tirez  aufli  du 
point  C  au  point  D ,  la  ligne  droite  CD. 

Dlmonfi.  Les  triangles  BAC  <k  BAR 
ont  l'angle' BAC  égal  à  l'angle  BAE,  le 
côté  AC  au  côté  AE  ,  &  le  coté  AB  de 
commun [cj.  Donc,  le  côté  BC  eft  égal 
au  côtéBE  (n).  Par  conféquent,  puifqueN.  %^ 
dans  le  triangle  BCD  ,  la  fomme  des  côtés 
BC  &  CD  eft  plus  grande  que  le  côté 
BED  (n)  ,  fî  de  cette  fomme  on  retran-N.  114, 
che  le  côté  BC  ,  &  du  côté  BED  le  côté 
BE ,  le  refte  CD  de  cette  fomme  eft  plus 
grand  que  le  refte  ED  de  ce  côté. 

Ainfî ,  dans  les  triangles  CAD  S*  EADf 
le  côté  AC  eft  égal  au  côté  AE  [g] ,  6c 
le  côté  AD  eft  commun  ;  mais  le  côté 
CD  eft  plus  grand  que  le  côté  ED.  Doncy 
l'angle  CAD  eft  aufïi  plus  grand  que  l'an- 
gle EAD  (n).  Par  conféquent,  puifqueN.  vl%x 
les  angles  BAC  ôc  BAE  font  égaux  [c]  , 
la  fomme  des  angles  BAC  &  CAD  eft 
plus  grande  que  l'angle  BAD  ,  qui  eft 
celle  des  angles  BAE  &  EAD» 

Donc ,  C.  Q.  F.  D, 


ly 
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PROPOSITION    XXI. 

Théorème, 

530.  La  fomme  de  tous  les  angles  plans 
qui  forment  un  angle  folide  9  ejl  plus 
petite  que>  celle  de  quatre  angles  droits, 

Fig.  31.  La  fomme  des  angles  plans  BAC  *r 
CAD  &  BAD  ,  qui  forment  l'angle  fo- 
lide A  ,  eft  plus  petite  que  celle  de  qua- 
tre angles  droits. 

'Déîtionjl.  Dans  le  triangle  BCD  ,  la 
femme  des  angles  BCD  ,  CDB  &  CBD, 
«ft  égale    à  celle  de   deux   angles  droits 

fe  i3*«(n)»  ^r»  les  angles  ACB  &ACD  valent 

K.  529.  pl&s  que  l'angle  BCD  (n) ,  puifque  l'an- 
gle C  eft  un  angle  folide  :  &  par  une 
raîfon  pareille  ,  les  angles  ADC  ck  ADB 
valent  plus  que  l'angle  CDB  ;  &  les  an- 
gles ABC  &  ABD,  plus  que  l'angle  CBD. 
Donc ,  les  fix  angles  ACB ,  ACD,  ADC, 
ADB  ,  ABC  &  ABD  ,  valent  plus  de 
deux  angles  droits.  Mais ,  ces  fix  mêmes 
angles ,  avec  les  angles  BAC,  CAD  ÔC 
BAD  ,   ne    valent  que  fîx  angles   droits 

N.  ,136.  (n)  ;  puifqu'avec  ces  trois  derniers  ,  ils 
font  tous  les  angles  des  triangles  BAC^ 
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CAD  &:  BAD.  Donc  ,  ces  trois  der- 
niers angles  ne  valent  point  quatre  angles 
droits. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

531.  Il  fuit  de  ce  théorème,  que  les 
feules  figures  régulières  dont  les  angles  peu- 
vent former  des  angles  folides  9  font  les 
triangles  équilatêraux  y  les  quarrés  &  les 
pentagones. 


PROPOSITION    XXIV  f. 

Théorème. 

532.    Si  tous  les  plans  qui  terminent  un 
.    folide  font  parallèles  ,    chacun  à  cha- 
cun 9  ils  font  parallélogrammes  ;  &  les 
oppofés  font  égaux  &  femblables, 

ji  tous  les  plans  AC  *,  EG,  ED,  &C.  Fig.  32. 
qui  terminent  le  folide  X  9  font  parallèles , 
chacun  à  chacun  ,  ils  font  parallélogram- 
mes :  6t  les  oppofés  AC  ck  EG ,  ED  &c 
FC  ,   &c.  font  égaux  &  femblables. 

Démonft.    Les  côtés   AD  &  BC  font 
parallèles  (n)  ;  puifqu'iîs  font  les  commu-N.  52 y 

•J"  Les  proportions  22  &  23  font  inutiles. 

X  vj 
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nés  feclions  du  plan  AC ,  ck  des   plans 
parallèles  [h]  AH  &  BG.  Et  par  une  raifon 
pareille ,  les  côtés  AB  ck  DC  font  auffi 
parallèles» 

Or  ,  on  démontre  de  la  même  manière 
le  parallélifme  des  côtés ,  dans  les  quadri- 
latères EG ,  ED,  FC ,  ckc.  Ainfi ,  tous  ces 

¥.  57.  quadrilatères  font  parallélogrammes  (n). 

Mais  ,   puifque    tous  ces  quadrilatères 

font  parallélogrammes  ,  les  côtés  AB  ck 

EF  du  quadrilatère  EB  font  égaux  ;  ck  les 

côtés  AD  &  EH  du  quadrilatère  ED  le 

n.  14-3.  f°nt  aun*ï  (n)  :  d'ailleurs,  les  angles  DAB 

N.  5Î3.  ck  HEF  font  égaux  (n)  ;  puifque  leurs 
cotés  AD  ck  EH ,  AB  ck  EF,  font  paral- 

n.  525.1eles  chacun  à  chacun  (n).  Ainfi,  les  pa- 
rallélogrammes AC  ôk  EG  font  égaux  ck 
femblables. 

Or  ,  par  la  même  raifon  9  les  parallélo- 
grammes ED  8c  FC ,  EB  ck  HC ,  font 
suffi  égaux  6k  femblables. 

Par  conséquent  x  C.  Q,  F„  D-» 
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PROPOSITION    XXVIIIf. 
Théorème. 

533.  Un  plan  qui  coupe  diagonalement 
deux  des  plans  oppofés  d'un  parallélé- 
pipède 9  divife  ce  folide  en  deux  parties  9 
qui  font  égales  &  femblables* 

J-jE  plan  ÀG*  qui  coupe  diagonalement  Fig,  335 
les  deux  parallélogrammes  oppofés  ED 
6c  FC  du  parallélépipède  X,  divife  ce 
folide  en  deux  parties  EGA  &  DBH ,  qui 
font  égales  8*  femblables. 

Démonjl.  Le  plan  EB  eft  égal  &  fem- 
blable  au  plan  HC  ,  &  le  plan  EG  au  plan 
AC  ;  puifque  dans  les  parallélépipèdes  r 
les  plans  oppofés  font  égaux  &  fembla- 
bles (n).  Or,  le  plan  EAH  eft  auffi  égalN.  532; 
&  femblable  au  plan  DHA ,  ôt  le  plan 
FBG  au  plan  CGB  ;  puifque  les  parallélo- 
grammes font  divifés  par  leurs  diagonales , 
en  deux  parties  égales  &  femblables  (n).  n.  143 * 
Donc  ,  les  folides  EGA  &  DBH  ,  qui 
font  terminés  par  ces  plans  &  par  un  plan 
commun  AG  y  font  égaux  ck  femblables 

{")•  f  n.  4n 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D* 

f  Les  propofitîçns  25 ,  26  &  27,.fçnt  inutiles,. 
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PROPOSITION     XXIX. 

Théorème. 

534.  Les  parallélépipèdes  qui  ont  la  même, 
bafe  ,  &  font  entre  les  mêmes  plans  pa- 
rallèles 9  font  égaux. 

Fig.  34  Xj  E  s  parallélépipèdes  X  *  &  Y,  qui  ont 
&  3  Ha  même  bafe  BD  ,  &  font  entre  les  mê- 
mes plans  parallèles  A  C   ôt  E  L  ,  font 
égaux. 

Les  côtés  EF  &"  IK  font  chacun  dans 
la  même  ligne  droite;  ou  ils  n  y  font  point* 

Premier     Cas. 

Fig.  34.  Lorfque  les  côtés  E  F  *  &  IK  font  chacun 
dans  la  même  ligne  droite  EK. 

Démonjl.  Le  plan  AH  eft  égal  8c  fem- 
blable  au  plan  I>G ,  8c  le  plan  AM  au  plan 
DL  ;  puifque  dans  les  parallélépipèdes  , 
les  plans  oppofés  font  égaux  Se  fembla- 

N.  532. blés  (n).  Le  plan  HI  eft  aufli  égal  8c  fem- 
blable  au  plan  GK  ;  puifque  les  plans  EG 
6c  IL  font  égaux  8c   fembîables  Pun  8c 

N.  531.  l'autre  au  planBD  (n).  Enfin ,  par  une  dé- 
monftration  pareille  à  celle  du  n°  147,  le 
plan  AEI  eft  égal  5c  femblable  au  plan 
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DFK  ;  &  le  plan  BHM  au  plan  CGL. 
Donc  ,  les  prifmes  triangulaires  AME  ck 
DLF  qui  font  terminés  par  ces  plans , 
font  égaux  (n).  N#  4gI# 

Par  conféquent ,  fi  l'on  retranche  de 
chacun  le  même  prifme  triangulaire  NMF 
qui  leur  eft  commun ,  les  reftes ,  qui  font 
les  folides  AOE  &  DÔK  ,  font  auffi 
égaux  (n).  Mais  ,  puifque  ces  folides  font  N.  63, 
égaux ,  û  l'on  ajoute  à  chacun  le  même 
prifme  triangulaire  ,  DBN  ,  les  fommes 
font  égales  (n).  Or  j  ces  fommes  font  les^^  5. 
parallélépipèdes  X  &  Y.  Donc ,  ces  pa- 
rallélépipèdes font  égaux. 

Second    Cas. 

Lorfque  les  côtés  EF*  &  IK  ne font  point  ïï%,  $^ 
chacun  dans  la  même  ligne  droite. 

Conjl.  Prolongez  les  côtés  EF,  HG  , 
MI  &  LK ,  jufqu'à  ce  qu'ils  fe  rencontrent 
à  des  points  N  ,  O  ,  P  &  Q.  Tirez  en- 
fuite  ,  des  points  A  ,  B  ,  C  &  D  ,  aux 
points  N  9  O  ,  P  &  Q  ,  les  lignes  droites 
AN,BO,  CP&DQ. 

Démonjl.  Le  plan  QO  eft  égal ,  fembla- 
ble  &  parallèle  au  plan  DB  [c],  Ainii  9 
le   folide  DBOQ  eft  un  parallélépipède 
(n).  Or[c]?  ce  parallélépipède  &  le  pa-N.  505. 
rallélépipede  X  ont  la  même  bafe  BD  , 
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font  entre  les  mêmes  plans  parallèles  ÀC 
ck  EOM ,  ck  ont  leurs  côtés  NO  ck  EF 
dans  la  même  ligne  droite  EO.  Ainfi  ,  ils 
font  égaux  [d]. 

Mais,  ce  même  parallélépipède.  DBOQ" 
ck  le  parallélépipède  Y  font  aufïi  égaux 
[d]  ;  puifque  [c]  ils  ont  aufTi  la  même 
bafe  BD,  font  entre  les  mêmes  plans 
parallèles  AC  ck  EOM,  ck  ont  leurs  côtés 
NQ  ck  IM  dans  la  même  ligne  droite  NM» 
Donc ,  les  parallélépipèdes  X  ck  Y  font 
M*  62.  égaux  (n). 

Par  conféquent  ^  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

5  3  5 .  Il  fuit  de  ce  théorème  ,  que  tes 
parallélépipèdes  qui  ont  des  bafes  égales ,  & 
font  entre  les  mêmes  plans  parallèles  9  font 
égaux, 

SCHOLIE. 

536.  Comme  te  mefurage  des  folides  dé- 
pend primitivement  de  celui  des  parallélé- 
pipèdes rectangles  ,  nous  allons  enfeigner 
la  manière  de  mefurer  ces  figures  9  confor-* 
mément  à  ce  que  nous  avons  promis  au  n°* 

*49- 

Mefurer  un  folïde  9  cejl  confidérer  ta  mœ*  . 

niere  dont  il  contient  un  certain  cube  que 
W.  148*  Von  prend  pour  mefure  (n).  Ainfi y  potar 
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favoir  mefurer  un  parallélépipède  rectangle  , 
ilfuffit  de  favoir  déterminer  la  manière  dont 
il  contient  le  cube  que  Von  veut  prendre 
pour  mefure. 

Or ,  il  ejl  évident  que  Ji  le  parallêlo- 
gramme  AC* ,  qui  ejl  Vune  des  faces  a"un^l<  3& 
parallélépipède  rectangle  quelconque  DL  9 
contient ,  par  exemple  ,  quatre  quarrés  AF9\ 
HG  y  &c.  égaux  chacun  à  la  bafe  s  t  du 
cube  M ,  (que  nous  fuppofons  être  la  mefure 
dont  on  veut  fe  fervir} ,  ce  parallélépipède 
peut  être  divifê  en  quatre  autres  EK  9  FL  , 
&c.  qui  auront  chacun  une  bafe  AF,  HG  9 
FD  9  &c,  égale  à  cette  bafe  s  t.  Et  fi  la 
hauteur  AI  contient  y  par  exemple ,  trois 
fois  la  hauteur  su  de  cette  mefure  M 9  il efl 
encore  évident  que  chacun  des  parallélépi- 
pèdes EK  ,  FL ,  &c,  peut  être  fubdivifê  en 
trois  autres ,  qui  auront  auffi  la  même  hau- 
teur que  cette  même  mefure  M,  Ainji9  tout 
le  parallélépipède  rectangle  DL  pourroit  être 
divifê  en  quatre  fois  3 ,  ou  12  folides  égaux 
chacun  a  la  mefure  M  ;  &  contient  par  con- 
fêquent  12  parties  égales  chacune  a  cette  _  . 
mefure. 

D'où  Von  conclut  cette  règle  générale  du 
mefurage  des  parallélépipèdes  rectangles, 

537.  La  folidité  •{•  d'un  parallélépipède 

"J*  La  folidité  fe  nomme  auffi  le  volume* 
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re&angle,eft  égale  au  produit  du  nombre 
des  mefures  quarrées  qui  font  contenues 
dans  fa  bafe  ,  multiplié  par  le  nombre 
des  mefures  courantes  qui  fe  trouvent  dans 
fa  hauteur  :  ou ,  pour  nous  fervir  de  Vex- 
preffzon  ordinaire  ,  un  parallélépipède  rec- 
tangle eu  égal  au  produit  de  fa  bafe  mul- 
tipliée par  fa  hauteur. 

Et  cette  règle  convient  également  à  un 
Fig.  ^.parallélépipède  incliné  quelconque  X* '.  Car, 
N.  ^.puifque  (n)  ce  parallélépipède  incliné  efl 
égal  à  un  parallélépipède  rectangle  Y  qui 
auroit  la  même  bafe  AB  que  lui ,  &  feroit 
entre  les  mêmes  plans  parallèles  AB  & 
G  H  9  on  a  également  lafolidité  du  parallé- 
lépipède incliné  X ,  comme  celle  du  parallé- 
lépipède rectangle  Y,  en  multipliant  la  bafe 
AB  par  la  hauteur  EF.  Or  9  c'ejl  la  même 
chofe  de  multiplier  cette  bafe  par  la  hauteur 
EF,  que  de  la  multiplier  par  la  hauteur  CD  ; 
puifque  les  plans  AB  &  GH  étant  paral- 
lèles y  ces  hauteurs  font  égales* 


j 
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PROPOSITION    XXXI  If. 
Théorème. 

538.   Les  parallélépipèdes  dont  les  hauteurs 

font  égales,  font  entreux  comme 

leurs  hafes. 

JLes   parallélépipèdes  AL  *  ck  MX  quiFig,  38, 
ont  des  hauteurs  égales ,  font  entr'eux  ,  ce 
que  le  parallélogramme  AC  efr.  au  paral- 
lélogramme MO. 

Conjl.  Divifez  la  plus  petite  AC  des 
deux  bafes  AC  6k  MO  ,  en  tel  nombre 
de  parallélogrammes  égaux  qu'il  vous 
plaira  ;  par  exemple  ,  en  trois  parallélo- 
grammes égaux  AF ,  EH  ck  GC.  Dé- 
crivez enfuite  fur  le  côté  MR  (n)  ,  uhn,  X6j. 
parallélogramme  MS  qui  foit  égal  au 
parallélogramme  AF  ;  ck  qui  ait  l'angle 
RMN  pour  l'un  de  fes  angles.  Enfin, 
faites  pafTer  par  chaque  ligne  de  divifîon 
EF  ck  GH,  des  plans  El  ck  GK  paral- 
lèles au  plan  BL  ;  ck  par  la  ligne  PS  ,  un 
plan  PT  parallèle  au  plan  NX. 

Démon  fi.  Les  parallélépipèdes  AI ,  EK , 
GL  ck  MT,  font  égaux  (n)  ;    puifqu'ilsN.  535, 
ont  des  bafes  égales  [c]  ,  ck  des  hauteurs 

•f"  Les  propofitions  30  &  3 1  font  mutiles» 
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égales  [h].  Ainfi  ,  l'on  démontre  que  le 
parallélépipède  AL  eft  au  parallélépipède 
MX  ,  ce  que  la  bafe  A C  eft  à  la  bafe 
MO  9  par  un  raifonnement  tout  pareil  à 
celui  dont  on  s'eft  fervi  au  n°  405  ,  pour 
démontrer  que  les  parallélogrammes  qui 
ont  des  hauteurs  égales  ,  font  aufïi  en- 
tr'eux  comme  leurs  bafes. 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION    XXXIII. 
Théorème. 

539.  Les  parallélépipèdes  femb tables  font 

entreux  en  rapport  triplé  de  celui  de 

leurs  côtés  pareils. 

*îg.  39»  o  1  les  parallélépipèdes  AD  *  &  BM  font 
femblables ,  le  rapport  du  premier  au  fé- 
cond y  eft  triplé  de  celui  de  leurs  côtés 
pareils  ;  par  exemple  3  de  celui  du  côté 
AB  au  côté  BC.    v 

Confl.  Difpofez  les  parallélépipèdes 
AD  &  BM,  de  manière  que  les  côtés 
BC  &  BG  du  plan  fupérieur  BO  ,  de- 
viennent les  proîongemens  des  côtés  AB 
&  FB  du  plan  inférieur  AF.  Prolongez 
enfuite  le  parallélépipède  AD ,  jufqu'à  ce 
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que  les  plans  MC  &t  CK  foient  un  même 
plan  MCK  ;  &  le  parallélépipède  BM , 
jufqu'à  ce  que  les  plans  LH  &  HK  foient 
auffi  un  même  plan  LHK. 

Dêmonjî.  Le   parallélépipède  AD  eft 
au  parallélépipède  BK ,  ce  que  la  bafe  AF 
eft  à  la  baie  BN  (n)  :  la  bafe  AF  eftà  la*.  53»- 
bafe  BN  ,  ce  que  le  côté  AB  eft  au  côté 
B  C  (n)  :    le  côté  AB  eft  au  côté  BC,n,  4oT. 
ce  que  le  côté  FB  eft  au  côté  BG  (n)  f  :  n.  4S0. 
le  côté  FB  eft  au  côté  BG  ,  ce  que  la  bafe 
BN  eft  à  la  bafe  BO  (n)  :    enfin  la  bafeN.  40J. 
BN  eft  à  la  bafe  BO  ,   ce  que  le  paral- 
lélépipède  BK  eft  au  parallélépide  BL 
(n).  Donc  ,  le  parallélépipède  AD  eft  auN.  53$» 
parallélépipède  BK ,  ce  que  le  même  pa- 
rallélépipède BKeft  au  parallélépipède  BL 
(n).  Par  conféquent ,   ces  trois  parallèle- N»  3f<>» 
pipedes  font  en  proportion  continue  (n).  N*  334» 

Pareillement,  le  parallélépipède  BKeft 
au  parallélépipède  BL  ,    ce  que  la  bafe 
BN  eft  à  la  bafe  BO  (n)  :   la  bafe  BN  eft  n.  j3s. 
à  la  bafe  BO ,  ce  que  le  côté  FB  eft  au 
côté  BG  (n)  :  le  côté  FB  eft  au  côté  BG,^  w 
4  ce  que  le  côté  BH  eft  au  côté  BI  (n)  :  leN-  480. 
côté  BH  eft  au  côté  BI ,  ce  que  la  bafe 
BQ  eft  à  la  bafe  BP  (n)  :  enfin,  la  bafeN.  40  h 

"f*  Les  cotés  pareils  des  folides  femblables  ,  font  pro- 
portionnels. Car  les  folides  ne  font  femblables  ,  que  parce 
que  les  plans  qui  les  terminent  le  fout  aufîi,  chacun  à  cha~ 
£un,  n°  480. 
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BQ  eft  à  la  bafe  BP,  ce  que  le  parallé- 
lépipède BL  eft  au    parallélépipède  BM 

N.lj3$.{n).  Donc  ,  le  parallélépipède  BKeftau 
parallélépipède  BL ,  ce  que  le  même  pa- 
rallélépipède  BL  eft   au  parallélépipède 

N.  3yo.  BM  (n).  Par  conféquent ,  ces  trois  der- 
niers  parallélépipèdes  font  aufli  en  pro- 

N«  334»  PortIon  continue  (n). 

Ainn* ,  les  quatre  parallélépipèdes  AD  9 
BK ,  BL  &  BM  ,  font  en  proportion  con- 
tinue. Par  conféquent  ,  le  rapport  du 
premier  au  dernier  eft  triplé  de  celui  du 

N»  348-  premier  au  fécond  (n).  Mais,  le  rapport 
du  premier  au  fécond  eft  le  même  que 

r  538.  celui  de  la  bafe  A  F  à  la  bafe  BN  (n)  ;  ôc 
ce  dernier  rapport  eft  le  même  que  celui 

n.  40^  du  côté  AB  au  côté  BC  (n).  Donc  9  le 
rapport  du  parallélépipède  AD  au  parallé- 
lépipède BM  ,  eft  triplé  de  celui  du  côté 

n.  3>°-  AB  au  côté  BC  (n). 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

540.  Il  fuit  de  ce  théorème ,  &  du  n® 
348 ,  que  fi  quatre,  lignes  droites  font 
en  proportion  continue  9  un  parallélépipède 
quelconque  décrit  fur  la  première ,  efl  à  un 
parallélépipède  femblable  ,  &  femblable-  , 
ment  pofé  fur  la  féconde  ,  ce  que  cette  pre* 
miere  ligne  ejl  à  la  quatrième. 
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PROPOSITION    XXXIV. 

Th  éorême. 

541.  Les  parallélépipèdes  dont  les  folidités 
font  égales  9  ont  leurs  bafes  &  leurs  hau- 
teurs réciproquement  proportionnelles  :  & 
ceux  dont  les  bajes  &  les  hauteurs  font 
réciproquement  proportionnelles y  ont  leurs 
folidités  égales. 

Premièrement.  Si  les  parallélépipèdes 
Y*  &  X  font  égaux,  la  bafe  CD  efl  à  laFig,  4a% 
bafe  AB  ,  ce  que  la  hauteur  AE  efl  à  la 
hauteur  CG. 

Conjl.  Prenez  fur  la  hauteur  CG ,  une 
partie  CF  égale  à  la  hauteur  AE.  Faites 
enfuite  parler  par  le  point  F,  un  plan  FH 
parallèle  à  la  bafe  CD. 

Démonfl.  La  bafe  CD  efl  à  la  bafe  AB  , 
ce  que  le  folide  CH  efl  au  folide  X  (n),N.  558. 
ou  Y  [h]  :  le  folide  CHeftau  folide  Y  , 
ce  que  la  bafe  CI  efl  à  la  bafe  CK  (ri)  :n.  53S. 
enfin ,  la  bafe  CI  efl:  à  la  bafe  CK  ,  ce 
que  la  hauteur  CF,  ou  AE  [c]  ,  efl  à  la 
hauteur  CG  (n).  Donc  ,  la  bafe  CD  efl  aN,  405. 
la  bafe  AB  ,  ce  que  la  hauteur  AE  efl  à  la 
hauteur  CG  (n).  N.  ho. 

Par  cenféquent,C.  Q.  F.  i°  D. 
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N.40.     Secondement.  Si  la  bafe  CD*' 
eftà  la  bafe  AB  ,  ce  que  la  hauteur  ÀE  eft 
à  la  hauteur  CG,  les  parallélépipèdes  Y 
Se  X  font  égaux. 

Conjl.  La  même  que  la  précédente. 
Dêmonjl.   Le  folide  CH  eft  au  folide 
X ,  ce  que  la  bafe  CD  eft  à  la  bafe  AB 
N.  538.  (n)  '  la  bafe  CD  eft  à  la  bafe  AB  ,  ce  que 
la  hauteur  AE  ,  ou  CF  [c] ,  eft  à  la  hau- 
teur CG[h]  :  la  hauteur  CF  efl  à  la  hau- 
teur CG ,  ce  que  la  bafe  CI  eft  à  la  bafe 
N-  405.  CK  (n)  :  enfin  ,  la  bafe  Cï  eft  à  la  bafe 
CK,    ce  que  le  folide  CH  efl  au  folide 
N.  538.  Y  (n).  Donc  ,  le  folide  CH  efl  au  folide^ 
X  ,    ce  que  le  même  folide  CH  efl  au 
N.  3 50.  folide  Y  (n)  ;  &  par  conféquent ,  les  fo^ 
N.  solides  Y  •&  X  font  égaux  (n). 
Donc,  C.  Q.  F.  2°  D. 


PROPOSITION 
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PROPOSITION    XXXVIf. 

T  H  É  O  R  Ê  M  E. 

542.  Si  trois  lignes  droites  font  en  pro- 
portion continue  9  un  parallélépipède, 
quelconque  décrit  avec  ces  trois  lignes  9 
ejl  égal  à  un  autre  parallélépipède  dé" 
crit  avec  la  moyenne  ?  &  équiangle  au 
premier, 

l_iES  parallélépipèdes   équiangles  X  *  &  Fîg,  ^ 
Y  font  égaux ,  fi  le  côté  AC  eft  moyen 
proportionnel  entre  les  côtés  AB  &c  BL  ; 
&  fi  les  côtés  EG ,  EF  ck  ^"M  font  égaux 
chacun  au  côté  AC. 

Conft.   Abaiftez  du  point    C   (n)  ,   la  n.  96, 
perpendiculaire  CI  au  côté  AB;   &  du 
point  G  ,    la    perpendiculaire  G  K   au 
côté  EF. 

.  Démonfi.  Puifque  les  parallélogram- 
mes AL  &  EM  font  équiangles  [h]  ,  le 
premier  eft  au  fécond  ,  ce  que  le  pro- 
duit, du  côté  AB  multiplié  par  le  côté 
BL  ,  eft  à  celui  du  côté  EF  multiplié 
parle  côté  FM  (n).  Or,  ces  produits  n.  447. 
font  égaux  (n)  ;    puifque,  AB  .  EF  ;;n.  362* 

f  La  proportion  35  eu  inutile. 
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FM  .  BL  [h].  Donc  ,  ces  parallélogram- 
mes le  font  aufîi.    Mais,    les  perpendi- 

N.  123,  culaires  CI  &  GK  font  auflî  égales  (n)  ; 
puifque  dans  les  triangles  AC1  &  EGK , 
qui  font  rectangles  ,  l'un  en  I  &  l'autre 
en  K  [c] ,  le  côté  AC  eft  égal  au  cpté 
EG  ,  &  l'angle  CAB  à  l'angle  GEF  [h]. 
Donc ,  les  folides  X  &  Y  ont  des  bafes 
égales ,  &  des  hauteurs  égales.  Par  con^ 

H,  ts^féquent,  ils  font  égaux  (n). 
Donc,  C,  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION     XXXVII, 
Théorème. 

543*  5i  quatre  lignes  droites  font  pro- 
portionnelles ,  les  parallélépipèdes  fem- 
blables  &  femblablement  pofés  fur  les 
deux  premières  ,font  proportionnels  aux 
parallélépipèdes  femblabks  &  fembla- 
blement pofés  fur  les.  deux  dernières  : 
&  Ji  deux  parallélépipèdes  femblables 
font  proportionnels  à  deux  autres  pa- 
rallélépipèdes aujjî  femblables  9  les  cô- 
tés pareils  des  premiers  font  proportion* 
nels  aux  côtés  pareils  des  derniers. 

Premièrement.  Si  AB  %  CD  :  :  EF.  Fig.  4Î. 
GH,  les  parallélépipèdes  V  &  X,  qui 
font  femblables  &  femblablement  po- 
fés fur  les  deux  premières  ,  font  propor- 
tionnels aux  parallélépipèdes  Y  &:  Z , 
qui  font  aulîi  femblables  &  femblable- 
ment pofés  fur  les  deux  dernières. 

Démonf.  La  même  que  celle  de  la 
première  partie  du  n°  445  ,  en  y  fubf- 
tituant  les  noms  de  parallélépipède  &  de 
rapport  triplé  ,  à  ceux  de  polygone  &  de 
rapport  doublé, 

Yij 
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Secondement.  Si  les  parallélépipe- 
fîg.  4*»  des  V  *  &  X  qui  font  femblables ,  font 
proportionnels  aux  parallélépipèdes  Y  &c 
Z  qui  font  aufli  femblables  ,  les  côtés , 
par  exemple  AB  &  CP  des  deux  pre- 
miers ,  font  proportionnels  aux  côtés  EF 
&  GH  des  deux  derniers. 

pêmonjl.  La  même  que  celle  de  la 
féconde  partie  du  n°  445  ,  en  y  fubfti- 
tuant  le  nom  de  parallélépipède  3  à  celui  de 
polygone. 

SCHOLIL 

544  Tout  ce  que  Von  démontre  ici  des  pa- 
rallélépipèdes ^  depuis  la  proposition  534  indu» 
Jivement  y  convient  pareillement  aux  prifmes 
triangulaires  ;  car  9  unprifme  triangulaire 
?ig.  ^.quelconque  ECF*,peut  toujours  être  confia 
déré  comme  étant  la  moitié  d'un  parallélépi- 
pède EN  9  coupé  diagonalement  par  un  plan 
CF.  Or9  puifque  ce  que  nous  difons  des  pa- 
rallélépipèdes convient  pareillement  à  tous 
les  prifmes  triangulaires  ,  il  convient  aujjî 
à  tous  les  prifmes  en  général  ;  car  ,  il  n'y 
a  point  de  prifme ,  quel  quilfoit ,  qui  ne 
puiffe  être  divifê  en  prifmes  triangulai-% 
res  ;  par  la  même  rai f on  qu'il  ny  a  point 
de  polygone  qui  ne  puiffe  être  div'ifê  en 
triangles* 
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PROPOSITION     XXXVIII. 

Théorème. 

J45  Deux  prifmes  triangulaires  qui  ont 
des  hauteurs  égales ,  Jont  égaux  ;  s'ils 
ont  pour  bafes  9  l'un  un  triangle  9  & 
Vautre  un  parallélogramme  double  de  ce 
triangle» 

Xu  E  S  prifmes  triangulaires  ECF*  &  LGÎ?  Pig.  45. 
qui  ont  des  hauteurs  égales  ,  (ont  égaux  ; 
fi  le  triangle  EDF  qui  eft  la  bafe  du  pre- 
mier ,    n'eft  que  la  moitié  du  parallélo- 
gramme LI  qui  eft  la  bafe  du  fécond. 

Démonjl.  Les  parallélépipèdes  EN  &£ 
LO  font  égaux  (n)  ;  puifqu'ils  ont  desN,  $3?, 
hauteurs  égales  [  H  ]  ,  &  que  le  triangle 
EDF  n'étant  que  la  moitié  du  parallélo- 
gramme LI  [h]  ,  les  bafes  EP  &  LI  font 
aulli  égales.  Or,  les  prifmes  ECF  &  LGI 
font  les  moitiés ,  l'un  du  parallélépipède 
EN ,  &c  l'autre  du  parallélépipède  LO  (n).  n.  $33. 
Donc  3  ces  prifmes  font  égaux  (n).  n.  6  S* 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D, 
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LIVRE    DOUZIEME. 

%^  E  Livre  efl  le  dernier  de  ceux  des  Eli- 
mens  d'Euclide  qui  font  nécejfkires.  Les 
deux  premières  propofitions  fuivent  Ji  natu-* 
rellement  la  vingt- deuxième  dufzxieme  Li- 
vre ,  qu'il  efl  furprenant  quon  ait  pu  les 
transporter  ici.  La  troijieme  &  la  quatrième 
deviennent  inutiles  ,  parce  qu  elles  ne  fervent 
quà  démontrer  la  cinquième  ;  &  nous  le 
faifons  d'une  manière  différente  de  celle 
d'Euclide.  Ainjl  _,  nous  les  fupprimons  9  & 
nous  mettons  à  leur  place  les  deux  feules  du 
treizième  Livre  qui  foient  utiles.  Toutes 
les  propojïtions  qui  fuivent fj  depuis  la  cin- 
quième jufqu  a  la  quinzième  inclujivement , 
conjlderent  les  pyramides  ,    les    cylindres 

Yiv 
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&  les  cônes.  Nous  fupprimons  aufjl  la  fel- 
%ieme  &  la  dix-feptieme ,  qui  ne  font  d v au- 
cun ufags.  Mais  9  comme  Euclide  neparl^ 
ni  de  la  foliditl  de  la  fphere  9  ni  de  fa 
furface  9  nous  fubflituons  à  ces  deux  pro- 
profitions y  notre  dlmonfration  de  cette, 
foliditl  9  &  celle  des  dlmonfirations  ordi- 
naires de  cette  furface  ?  qui  nous  paroît  la 
plus  fimple.  Enfin  9  la  dix  -  huitième  pro- 
pofîtion  9  qui  efl  la  dernière  d 'Euclide  , 
détermine  les  rapports  que  les  fpheres  ont 
entr  elles.    - 


PROPOSITION     I. 

Théorème. 

J  46  Les  polygones  femhlahles  qui  font  inf- 
crits  dans  des  cercles  ,  font  entreux 
comme  les  quarrés  des  diamètres  de  ces- 
cercles. 

fig.  1.  Li  E  s  polygones  femblables  À  C  E  *  Se 
FHK  ,  qui  font  inferits  ,  l'un  dans  le  cer- 
cle X  ,  &  l'autre  dans  le  cercle  Y,  font 
entr'eux  ce  que  le  quarré  du  diamètre  BL 
eft  au  quarré  du  diamètre  GM. 

Confi.  Tirez    des  '''points  B   &  L  aux 
points  D  &  C  ,  les  lignes  droites  BD  ck 
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LC  ;  ck  des  points   G  &  M  aux  points 
I  ck  H,  les  lignes  droites  GI  ck  MH. 

Démon  (i.  Puifque  les  polygones  ACE    . 
6c  FHK  font  femblables[H],  l'angle  BCD 
eft  égal  à  l'angle  GHI  ,  ck  les  côtés  BC 
ck  CD  font  proportionnels  aux  côtés  GH 
ck  HI  (n).  Ainfi  ,  les  triangles  BCD   &n«  4<&i 
GHÏ  font  équiangles  (n)  ;  ck  par  confé-^-  4*7- 
quent,  l'angle  BDC  eil  égal  à  l'angle 
GIH.  Mais ,  puifque  ces  deux  angles  font 
égaux  ,  l'angle  BLC  qui  eft  égal  au  pre- 
mier ,  ck  l'angle  GMH  qui  l'efl:  au  fécond 
(n),  fontauffi  égaux  (n).  Donc,  puifque  N#*  \^ 
les  frianglesBCL  ck  GHM  font  rectangles, 
l'un  en  C  ck  l'autre  en  H  (n)  ,  ils  font  auffi  n.  263* 
équiangles  (n);  ck  par  conféquent ,  îesN-  *37- 
quatre  lignes  BC ,  GH ,  BL  &  GM,  font 
proportionnelles  (n).  N*  4r3» 

Or ,  les  polygones  ACE  ck  FHK  font 
des  figures  femblables  ckfemblablement  po- 
fées  fur  les  deux  premières  [H]  ;  ck  les  quar- 
rés  des  diamètres  BL  ck  GM  font  auffi  des 
figures  femblables  ck  femblablement  po- 
fées  fur  les  deux  dernières  (n).  Donc,  ces*1*  4^* 
deux  polygones  font  entr'eux  comme  ces 
deux  quarrés  (n).  1&?  445* 

Par  conféquent,  C.  Q,  F.  D, 
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PROPOSITION    II. 

Théorème» 

547  Les  cercles  font  entreux  ,  comme  les 
quarrés  de  Leurs  diamètres* 

Fîg.  i.  Le  cercle  X*  eft  au  cercle  Y,  ce  que 
le  quarré»  du  diamètre  BL  eft  à  celui  du 
diamètre  GM. 

Démonji.  On  peut  fuppofer  dans  le  cer- 
cle X  ^  un  polygone  régulier  d'un  11  grand 
nombre  de  côtés  ,  que  fa  différence*^  ce 
cercle  foit  absolument  infenfible  ;  Se  s'en 
imaginer  aulTi  un  pareil  dans  le  cercle  Y 

K»4o8»(n).  Or,  puifque  ces  polygones  feront 
Semblables  [s] ,  ils  feront  entr'eux  ce  que 
le  quarré   du  diamètre  BL  eft  à  celui  du 

K.  j4^.  diamètre  GM  (n).  Donc  ,  puifque  les 
cercles  X  &  Y  ne  différent  point  de  ces 
mêmes  polygones  [s]  9  ils  font  auffi  entre 
eux ,  ce  que  le  quarré  du  diamètre  BL  eft  à 
celui  du  diamètre  GM. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

548.  Il  fuit  de  ce  théorème  9  que  les  cer- 
cles font  entr^eux  comme  les  polygones- fern*» 
Maths  %uî  y  font  infcriis*. 
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PROPOSITION    III. 

*  Théorème. 

J49,  Une  ligne  droite  qui  ejl  compofée 
des  côtés  d'un  exagone  &  d'un  dêca" 
gone ,  réguliers  Vun  &  Vautre  &  inf- 
crits  chacun  dans  le  même  cercle  ,  ejl  di** 
vifée  en  moyenne  &  extrême  raifon. 


A  ligne  droite  FD  *  dont  les  parties  FËFig.  s» 
&  ED  font  les  côtés .,  l'une  d'un  exagone 
ck  l'autre  d'un  décagogne  ,  réguliers  l'un 
ck  l'autre  ck  inferits  chacun  dans  le  même 
cercle,  efî  divifée  en  moyenne  &  extrême 
raifon  au  point  E. 

Confl.  Des  points  D  ck  E,  pris  pour 
centres  ,  8c  avec  un  rayon  égal  à  la  par- 
tie FE ,  décrivez  deux  arcs  qui  fe  cou- 
pent à  un  point  G.  De  ce  point,-  pris  pouf 
centre,  ck  avec  le  même  rayon  ,  décrivez 
le  cercle  EDC.  Enfin  ,.  tirez  du  même 
centre  G  aux  points  D  ,  E  ck  F  9  les  lignes 
droites  GD  ,  GE  ck  GF. 

Dêmonjl.  L'angle  EGD  efi:  de  36*  de- 
grés ,  puifqu'iï  a  pour  mefure  l'arc  DE  (n),  n.  fp* 
qui  eu  la  dixième  partie  de  la  circonfé* 
rence  [h].  Ainfi ,  puifque  Te  triangle  DGE 
eft  ifofcete  [c  ],  l'angle  GED  eft  de  7% 

Y  vj 


5 lé    les  Elémens  d'Euclibe. 
n.  84.  degrés  (n).  Mais ,  cet  angle  qui  eft  exté- 
rieur au  triangle  GEF ,  eft  double  de,  l'an- 
N.  135.  gle  F  (n)  ;  puifque  ce  triangle  eft  auffi  ifof- 
cele  [c].  Donc ,  l'angle  F  eft  auffi  de  36 
degrés.  Par  conféquent,  puifque  l'angle  D 
eft  commun  aux  triangles  GFI>  &  DGE, 
■N.  137»  ces  deux  triangles  font  équiangles  (n). 

Cr,    puifque  ces  deux  triangles   font 
N.  413.  équiangles  ,  FD  .  GD  :  :  GD  .  ED  (  n  )* 
Donc ,  puifque  les  lignes  FE  &  GD  font 
n.  ^égales  [c]  ,  FD  .  FE  :  :  FE  .  ED  (n). 
Par  conféquent ,  C*  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

çjo.  II  fuit  de  ce  théorème  ,  que  Jz  une 
ligne  droite  ejl  divifêe  en  moyenne  & 
extrême  raifon  3  les  deux  fegmens  font  les 
côtés  £un  exagone  &  d'un  décagone  ,  régit* 
liers  lyun  &  Vautre  9  &  inferits  chacun  dans- 
ée même  cercle,. 


11, 
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PROPOSITION    IV. 

*  Théorème. 

y  5 1  Le  quarré  du  côté  du  pentagone  ré", 
gulier9  efi  égal  à  lafomme  des  quarrés  des 
côtes  de  Vexagone  régulier  &  du  décagone 
régulier ,  qui  feroient  inferits  chacun  dans 
le  mime  cercle  que  ce  pentagone . 

f  i  E  quarré  du  côté  AB  *  du  pentagone  Fïg 
régulier  ACE  ,.eft  égal  aux  quarrés  des 
côtés  de  l'exagone  régulier  &  du  décagone 
régulier ,  qui  feroient  inferits  chacun  dans 
le  même  cercle  G  que  ce  pentagone. 

Conjî.  Divifez  (n)  l'arc  AFB  ,  en  deux  n.  **j* 
parties  égales  AF  &  FB  ;  ck  l'arc  FHB  5 
auiîi  en  deux  parties  égaies  F  H  8c  HB. 
Tirez  enfuite  ,  du  centre  G  aux  points 
.A .,  F  ,  H  &  B  ,  les  lignes  droites  G  A , 
GF,  GH  &c  G  B  ;  8c  du  point  F  aux 
points  A  9  I  &c  B  5  les  lignes  droites  FA  9 
FI  &  FB. 

Démonjl.  L'angle  AGB  en1  de  72.  de- 
grés ?  puisqu'il  a  pour  mefure  l'arc  AFB 
(n)  ,  qui  eft  la  cinquième  partie  de  la  n.  37^ 
circonférence  [h].  Ainfï ,  puifque  le  trian- 
gle AGB  eft  ifofcele[cj, l'angle  GB A 
eft  de  54  degrés  (n).  Or  >  l'angle  AGHeâ  Ni  g4o 
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auffi  de  54  degrés,  puifqu'il  a  auflï  pour  me* 
N.  37.Ture  l'arc  AFH  (n)  qui  eft  les  trois  quarts 
de  l'arc  AFB  [c].  Donc  ,  puifque  l'angle 
GAB  eft  commun  aux  triangles  AGB  Se 
AIG  ,    ces  deux  triangles  font  équiangles 

n-  J37.  (n).  Ainfi  ,  AB  .  AG  :  :  AG.  AI  (n).  Par 
'  4  3*conféquent ,  le  rectangle  de  AB  &  de  AI 

N.  433. eft  égal  au  quarréde  AG  (n). 

Pareillement.  Le  rayon  GH  eft  perpen- 

N.  228.  diculaire  à  la  corde  BF  (n)  ;  puifqu'il  la 
divife  en  deux  parties  égales  [c].  Ainfî  , 
la  ligne  FI  eft  égale  à  la  ligne  IB  ;  &  par 
conféquent ,  le  triangle  B1F  eft  ifofcele. 
Or ,  le  triangle  AFB  i'eft  aum" ,   puifque 

N.  zéo.les  côtés  AF  &  FB  font  égaux  (n).  Donc, 
puifque  l'angle  IBF  eft  commun  à  ces  deux 

h   137. triangles,  ils  font  équiangles  (n).  Ainfî  9 

n.  413.  AB  .  FB  :  :  FB  .  IB  (n)  ;  &  par  confe- 

N.  433  «quent  (n)  ,  le  rectangle  de  AB  &  de  IB  eft 
égal  au  quarré  de  FB. 

Donc  y  la  fomme  des  rectangles  faits  9 
l'un  du  côté  AB  ck  de  la  partie  AI ,  ck 
l'autre  du  même  côté  AB  &  de  la  partie 
IB  ,  eft  égale  à  celle  des  quarrés  des  lignes 
AG  ck  FB.  Mais  ,  cette  première  fomme 
eft  la  même  chofe  que  le  quarré  du  côté 

n.  1S2.AB  (p)  ;  puifque  les  lignes  AI  ck  IB  font 
toutes  les  parties  de  ce  côté  %  ck  les  lignes 
AG  ck  ck  FB  font  les  côtés ,  l'une  de  Fexa- 

k.  3  io.  go  ne  régulier  (n)  >  ck  l'autre  [c]  du  déca-* 


Livre    Douzième.     519 

gone  régulier  ,  qui  feroient  infcrits  chacun 
dans  le  cercle  G.  Donc  ,  le  quarré  du 
côté  AB  efr.  égal  aux  quarrés  des  côtés 
de  l'exagone  régulier  ôc  du  décagone  ré- 
gulier ,  qui  feroient  infcrits  chacun  dans 
le  cercle  G. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

Usage. 

552,.  On  déduit  de  cette  propofîtion  ,  & 

du  corollaire  qui  la  précède  ,  une  folution 

du  problème  fuivant  ,  qui  eu  beaucoup  plus 

Jimple    que    celle   que    Von    a    donnée  au 

n°  298. 

Infcrire  un  pentagone  régulier  9  dans 
un  cercle  donné  CFD  *.  Hg.  h, 

Const.  Tire^  un  diamètre  CD  ,  à  vo- 
lonté. Eleve^  du  centre  E  (n)  la  perpendi-N>  91* 
culaire  EF  à  ce  diamètre.  Divife^  le  rayon 
CE  9  en  deux  parties  égales  CG  &  GE 
(n).  Tire^  du  point  G  au  point  F ,  la  /i-N.  53» 
gne  droite  G  F.  Prene^  fur  le  diamètre  CD% 
la  partie  G  H  égale  a  cette  ligne  G  F.  Enfin9 
tire^  du  point  F  au  point  H \  la  ligne  droite 
FHt  Cette  ligne  eu  égale  au  coté  du  penta- 
gone demandé. 

DÉ  M  ON  ST.  La  ligne  CH  e(l  divifée  en 
deux  parties  CE  &  EH ,  &  le  point  G 
ejl  le  milieu  de  la  partie  CE  [c],  Ainjî ,, 
h  rectangle  des  lignes  CH  &  EH \,  avec 


5 io    les  Elêmens  d'Euclïde. 

le  quarré  de  la  partie  GE ,    ejl  égal  au 

N.  i$o,  quarré  de  la  ligne  G  H  (n).  Par  conféquent 9 
il  Vefl  aujji  à  celui  de  la  "ligne  G  F  ;  puifqué 
les  lignes  GH  &  GFfont  égales  [c]. 

Mais ,  les  quarrés  des  lignes  GE  &  EF 
font  aujji  égaux  au  quarré  de  la  même  ligne 

N.  171.  QF  (  n).  Donc  ,    le  rectangle  précédent  9 

avec  le  quarré  de  la  ligne   G  E  9  ejl  égal 

N. 62. aux  quarrés  des  lignes    GE  &  EF  (n). 

Par  conféquent  9  ce  même  rectangle  ejl  égal 

N.  64.  au  quarré  de  la  ligne  EF  (n)  ;  ou ,  ce  qui 

ejl  la  même  chofe  ,  à  celui  de  la  ligne  CE 

N    3f.(n). 

n.  433  •  Âinfiy  CH.  CE  ::CE.  EH  (n).  Donc, 
la  ligne  CH  ejl  divifêe  en  moyenne  &  ex- 

N-.  402.  trême  raifon  au  point  E  (n).  Par  confé- 
quent 5  puifque  la  partie  CE  ejl  le  côté  de 
Vexagone  régulier  inferit  dans  le  cercle  CFD 

N.  310.  (n)  ?  la  punie  EH  ejl  celui  du  décagone  ré* 

N.  Do.gulier  inferit  dans  le  même  cercle  (n). 

Mais  y  la  ligne  EF  ejl  aujji  le  côté  de  ce 

N.  310.  même  exagont  (n).  Or  9  le  quarré  de  la  li- 
gne FHejl  égal  aux  quarrés  des  lignes  EF 

N.  171.  6*  EH  (n).  Donc  ,  il  ejl  égal  à  ceux  des 
côtés  de  Vexagone  régulier  &  du  décagone 
régulier,  inferits  chacun  dans  le  cercle  CFD. 
Par  conféquent 9  cette  ligne  FH  ejl  égale  au 
côté  du  pentagone  régulier  inferit  aujjz  dans 

K,  551.  &  même  cercle  (n). 

DQnc,C.Q.F.F, 
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PROPOSITION    V. 

Théorème. 

553.  Deux  pyramides   qui   ont  le  même 

point  pour  fommet  9    &    chacune  pour 

bafe  Vune  des  deux  parties  d'un  même 

parallélogramme  diyifê par  fa  diagonale  , 

font  égales. 

Les  pyramides  AECB  *  &  AECD  ,  qui  Fig.  3. 
ont  le  même  point  A  pouf  fommet  ,    &t 
les  parties  ECB  &  ECD  du  même  parallé- 
logramme BD  pour  bafes ,  font  égales. 

Conft.  Prenez  fur  la  ligne  AB  un  point 
F  ,  à  volonté.  Faites  enfuite  palier  par  ce 
point  ,  un  plan  F  H  parallèle  à  la  bafe 
BD. 

Démon  fi.  Les  plans  F  H  &  BD  font  pa- 
rallèles [c],  Ainu"  ,  les  lignes  FG  &  BC 
qui  font  les  communes  fe&ions  de  ces 
plans  &  du  plan  BAC  ,  font  parallèles 
(n)  ;  de  même  que  les  lignes  IH  &  ED  9  n.  52^ 
qui  font  aufïi  les  communes  feclions  de 
ces  mêmes  plans  &  du  plan  EAD.  Mais, 
les  lignes  BC  ck  ED  font  aufîl  parallè- 
les ;  puifque  le  quadrilatère  BD  eft  paral- 
lélogramme [h].  Donc  ,  les  lignes  FG  Se 
IH  font  parallèles  (n).  n.  J17; 
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Or  ,  on  démontre  de  la  même  ma- 
nière ,  que  les  lignes  FI  Se  GH  font  aufli 
parallèles.  Donc  ,  le  quadrilatère  FH  eft 
aufli  parallélogramme.  Par  conféquent  , 
les  triangles  IGF  Se  IGH  ,  qui  font  les 
coupes  des  pyramides  propofées  ,  font 
N,  1 43 -égaux  (n). 

Mais ,  la  même  démonftration  fubfifte, 
par  quelque  endroit  du  folide  ABD  que 
l'on  rafle  palier  le  plan  F  H.  Donc  ,  à 
quelque  endroit  que  l'on  coupe  les  py- 
ramides AECB  &  AECD  par  un  plan 
parallèle  à  leurs  bafes  9  les  ferions  font 
égales.  Par  conféquent,  ces  pyramides  le 
font  aufli. 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     Vllf. 

Théorème, 

5  54.  Tout  prifme  triangulaire  peut  être  di- 
vifé  en  trois  pyramides  égales, 

f\é.  4.  L  E  prifme  triangulaire  ACE  *  peut  être 
divifé  en  trois  pyramides  égales. 

Conjl.  Faites  pafler  par  les  points  A  J 

•f  On  a  fait  de  la  fixieme  proposition  »  le  quatrième 
corollaire  de  celle-ci. 


Livre   Douzième.     523 

F  &  D  ,  un  plan  AFD  ;  &  par  les  points 
B ,  D  &  F ,  un  plan  BFD. 

Dèmonfl.  Les  pyramides  FABD  8t 
FAED  ont  le  même  point  F  pour  fom- 
met ,  &  leurs  bafes  font  les  parties  ABD 
&:  AED  du  même  parallélogramme  EB 
[c]  ;  ainfi  ,  elles  font  égales  (n).  Or,  les  N.  5^3, 
pyramides  FABD  &  FBCD  font  auiîi 
égales  (n)  ;  puifqu'elles  ont  le  même  point  n.  553. 
D  pour  fommet ,  &  que  leurs  bafes  font 
les  parties  BAF  &  BCF  du  même  paral- 
lélogramme AC  [c].  Donc,  les  trois  py- 
ramides FABD  ,  FAED  &  FBCD  ,  font 
égales  (n).  n."6i, 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    I. 

555.  Il  fuit  de  ce  théorème,  qu'une 
pyramide,  triangulaire  efl  le  tiers  d'un  prif- 
me de  même  hauteur  quelle  ,  &  de  même 
bafe, 

La  pyramide  ABCD  *  eft  le  tiers  d'un  F;g.  j, 
prifme  de  même  hauteur  qu'elle ,   &   de 
même  bafe. 

Conjl.  Suppofez  fur  la  bafe  BCD  ,  un 
prifme  BM  ,  qui  foit  de  même  hauteur  que 
la  pyramide  propofée. 

Dêmonjl.  La  pyramide  ABCD  eu.  une 
des  trois  pyramides  égales  en  lesquelles 
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H.  |j4.  on  peut  divifer  le  prifme  BM  (n).  Donc  J 
elle  eft  le  tiers  de  ce  prifme. 
Pat  conféquent,  C.  Q.  F,  D.  . 

Corollaire    Iï. 

556.  Il  fuit  de  ce  corollaire  ,  qu'une 
pyramide  quelconque  ,ejl  le  tiers  £  un  prifme 
de  même  hauteur  quelle  y  &  de  même  bafe, 
ïjg.  y .  La  pyramide ,  par  exemple  ,  EFHK  *  9 
eft  le  tiers  d'un  prifme  de  même  hauteur 
qu'elle ,  &  de  même  bafe. 

Conjl.  Suppofez  fur  la  bafe  FHK  ,  un 
prifme  FS  qui  foit  de  même  hauteur  que 
la  pyramide  propofée.  Faites  enfuite  paf- 
fer  par  les  points  G  ,  L  ck  Q ,  un  plan 
LQ  ;  par  les  points  G ,  K  &  Q  ,  un  plan 
KQ  ;  &  par  les  points  G ,  I  $c  Q  ,  un 
plan  IQ.  Faites  auffi  paffer  par  les  points 
E  ,  G  &  L ,  un  plan  EGL  ;  par  les  points 
E,G  &  K,  un  plan  EGK  ;  enfin,  par 
les  points  E ,  G  &  I ,  un  plan  EGÏ. 

Démonjl.  Les  pyramides  triangulaires 
ELFG,  ELGK,  EKGI  &  EIGH,  font 
les  tiers  des  prifmes  triangulaires  OLFG  , 
RLGK  i  NKGI  &  QIGH ,  chacune  de 
N.  5f y. chacun  (n).  Donc,  la  pyramide  EFHK, 
qui  eft  la  fomme  de  toutes  ces  pyramides 
triangulaires  ,  eft  aufli  le  tiers  du  prifme 
FS ,  qui  eft  la  fomme  de  tous  ces  prifmes 
triangulaires. 

Par  conféquent  ,  C.  Q.  F.  D. 
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Corollaire    III. 

557.  Il  fuit  de  ce  fécond  corollaire ,  &C 
des  n°  J  3  7  6k  5  44  ,  que  la  foliditê  d'une 
pyramide  quelconque ,  ejl  égale  au  produit 
de  la  bafe  de  cette  pyramide ,  multipliée  par 
h  tiers  de  fa  hauteur. 

«Corollaire    IV. 

558.  Il  fuit  encore  de  ce  fécond  co- 
rollaire ,  que  les  pyramides  qui  ont  des 
hauteurs  égales  ,  font  entr  elles  comme  leurs 
bafes. 

Les  pyramides  ABCD  *    &  EFHK  ,Fig.  ?. 

dont  les  hauteurs  font  égales ,  font  entre 
elles  ce  que  la  bafe  BCD  eft  à  la  bafe 
FHK. 

Conjl.  Suppofez  fur  les  bafes  BCD  &c 
FHK  ,  des  prifmes  BM  ck  FS  qui  foient 
de  même  hauteur  que  les  pyramides  pro- 
pofées.  ^r 

Démonjl.  Puifque  les  prifmes  BM  & 
FS  ont  des  hauteurs  égales  [c],ils  font 
entr'eux  ce  que  la  bafe  BCD  du  premier 
eft  à  la  bafe  FHK  du  fécond  (n).  Or ,  les^.  M4. 
pyramides  ABCD  &  EFHK  font  les  tiers, 
l'une  du  prifme  BM ,  &  l'autre  du  prifme 
FS  (n).  Donc ,  elles  font  aufïi  entr'ellesN.  ^6. 
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H.  3j9.ce  que  la  bafe  BCD  eft  à  la  bafeFHK  (n). 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 

C  O  ROLLA  IRE      V. 

559.  Enfin,  il  fuit  de  ce  quatrième 
corollaire  ,  que  les  pyramides  qui  ont  des 
hauteurs  égales  &  des  bafes  égales  9  font 
égales. 


/PROPOSITION    VIII. 
Théorème. 

560.  Les  pyramides  femb labiés  font  entre 
elles  en  rapport  triplé  de  celui  de  leurs 
côtéspareils. 

Fig*  6..L  ES  pyramides  femblabîes  ABCD  *  8c 
EFGH,  font  entrViles  en  rapport  triplé  de 
celui  de  leurs  côtés  pareils  ;  par  exemple  , 
de  celui  du  côté  BC  au  côté  FG. 

Conjl.  Suppofez  fur  la  bafe  BCD  ,  un 
prifme  quelconque  BI ,  qui  foit  de  même 
hauteur  que  la  pyramide  ABCD.  Suppo- 
fez aufïi  fur  la  bafe  FGH  ,  un  prifme  FK. 
qui  foit  auflî  de  même  hauteur  que  la  py- 
ramide EFGH  ;  &c  équiangle  au  prifme 
B I. 

Démonfl.  Les  prifmes  BI  &  FK  font 
femblables  ;    puifqu'ils  font  équiangles  9) 
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êc  qu'ils  ont  les  mêmes  bafes  ck  les  mê- 
mes hauteurs  que  les  pyramides  ABCD  &C 
EFGH  [c] ,  qui  font  fémblables  [h].  Ainfl, 
ces  prifmes  font  entr'eux  en  rapport  triplé 
de  celui  du  côté  BC  au  côté  FG  (n).  n.  539. 

Or,   les  pyramides  ABCD  &  EFGH 
font  les  tiers ,  l'une  du  prifme  BI ,  ck  l'au- 
tre du  prifme  FK  (n).  Donc,  elles  fontN.  556, 
aufli  entr'elles  en  rapport  triplé  de  celui  du 
côté  BG  au  côté  FG  (n).  n.  3^9. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


PROPOSITION     IX. 

Théorème. 

I561.  Les  pyramides  dont  les  folidités  font 
égales  9  ont  leurs  bafes  &  leurs  hauteurs 
réciproquement  proportionnelles  :  &  cel- 
les dont  les  bafes  &  les  hauteurs  font 
réciproquement  proportionnelles ,  ont  leurs 
folidités  égales. 

x  R  EMïÈREMENT.  Si  les  pyramides 
ABCD  *  &EFGH  font  égales,  labafeFig.  7. 
BCD  de  la  première  eft  à  la  bafe  FGH  de 
a  féconde,  ce  que  la  hauteur  de  la  féconde 
eft  à  celle  de  la  première. 

Conjl.  Suppofez  fur  les  bafes  BCD  & 
FGH  ,  des  prifmes  BI  2*  FK  ,  dont  les 
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hauteurs  foient  les  mêmes  que  celles  des 
pyramides  propofées. 

Dcmonfl.  Les  prifmes  BI  &  FK  font 
triples  ,  l'un  de  la  pyramide  ABCD  ,  ÔC 
M.  556. l'autre  delà  pyramide  EFGH  (n).  Donc  , 
N.  67.  ils  font  égaux  (n)  ,  puifque  ces  pyrami- 
des font  égales  [h].  Par  conséquent ,  la 
bafe  BCD  du  premier  eft  à  la  bafe  FGHdu 
fécond ,  ce  que  la  hauteur  du  fécond  eft  à 
N*  J41»  celle  du  premier  (n). 

Mais ,  ces  bafes  &  ces  hauteurs  font  les 
mêmes  que  celles  des  pyramides  ABCD  &C 
EFGH  [c].  Donc  9  la  bafe  BCD  de  la 
pyramide  ABCD  eft  à  la  bafe  FGH  de 
la  pyramide  EFGH ,  ce  que  la  hauteur  de 
cette  dernière  pyramide  eft  à  celle  de  la 
première. 

Par  conféquent  9  C.  Q.  F.  i°  D. 

Fig.  7.  Secondement.  Si  la  bafe  BCD* 
de  la  première  pyramide  eft  à  la  bafe  FGH 
de  la  féconde  ,  ce  que  la  hauteur  de  la  fé- 
conde eft  à  celle  de  la  première,  ces  pyra- 
mides font  égales. 

Conji.  La  même  que  la  précédente. 
Démonfl.  La  bafe  BCD  du  prifme  BI 
eft  à  la  bafe  FGH  du  prifme  FK,  ce  que 
la  hauteur  de  ce  dernier  prifme  eft  à  celle [ 
du  premier  ;  puifque  [c]  ces  bafes  &  ces 
hauteurs  font  les  mêmes  que  celles  de<| 

pvramide.| 
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pyramides  ABCD  &  EFGH,  qui  font 
réciproquement  proportionnelles  [  H  ]. 
Donc,  ces  prifmes  font  égaux  (n).  ParN.  J41. 
conféquent  9  puifque  les  pyramides  ABCD 
&  EFGH  font  les  tiers  de  ces  mêmes  prif- 
mes (n) ,  elles  font  auflï  égales  (n).  JJ'  |Jtf* 
Donc  ,  C,  Q.  F.  2°  D. 


PROPOSITION     X. 

Théorème. 

562.   Un  cône  ejl  le  tiers  d? un  cylindre  de 
même  hauteur  que  lui  9  &  de  même  bafe, 

L  E  cône  ABC  *  eft  le  tiers  du  cylindre  Fig.    s. 
AE ,  de  même  hauteur  que  lui  &  de  même 
bafe. 

Démonjl.  Une  pyramide  en1  terminée 
par  autant  de  triangles ,  6c  un  prifme  efl 
terminé  par  autant  de  parallélogrammes  , 
que  le  polygone  qui  fert  de  bafe  à  l'une 
ou  à  l'autre  ,  a  de  côtés.  Ainfi ,  fi  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  au  n°  408  ,  on 
confidere  le  cercle  AC  comme  étant  un 
polygone  d'un  fi  grand  nombre  de  côtés  , 
que ,  même  en  rigueur  ,  ce  polygone  ne 
diffère  plus  de  ce  cercle  ;  alors ,  le  cône 
ABC  &  le  cylindre  AE  deviennent ,  l'un 

Z 
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une  pyramide  &  l'autre  un  prifme  ,  qui 
ayant  l'une  &  l'autre  autant  de  faces  que 
ce  même  polygone  auroit  de  côtés  ,  ne 
différent  point  non  plus ,  l'une  de  ce  même 
cône ,  ni  l'autre  de  ce  même  cylindre. 

Or9  une  pyramide  quelconque  eft  le 
tiers  d'un  prifme  de  même  hauteur  qu'elle, 
n#  î56.  Se  de  même  bafe  (n).  Donc ,  puifque  le 
cône  ABC  &  le  cylindre  AE  ont  chacun 
&  la  même  hauteur  &  la  même  bafe  [h]  , 
ce  cône  eft  auflî  le  tiers  de  ce  cylindre* 

Par  conféquent,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

563.  Il  fuit  de  ce  théorème  &  de  fa 
démonftration  ,  quelafolidité  d'un  cylin- 
dre efl  égale  au  produit  de  la  bafe  de  ce  cy* 
lindre,  multipliée  par  fa  hauteur.  Par  con-; 
féquent ,  la  folidité  d'un  cône  efl  égale  au 
produit  de  la  bafe  de  ce  cône  9  multipliéepar 
le  tiers  de  fa  hauteur. 
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——    .11111  I I    ■!   Il         »      I  1  ■    !  il         ■  , 

PROPOSITION    XL 
Théorème. 

564.  Les  cylindres  dont  les  hauteurs  font 
égales  y  font  entreux  comme  leurs  bafes  : 
&  il  en  efl  de  même  des  cônes  9  loff qu'ils 
font  dans  le  même  cas, 

DÉMONSTRATION. 

JUIVANT  ce  que  l'on  vient  de  démon- 
trer dans  la  proportion  précédente  y  les 
cylindres  peuvent  être  pris  pour  des  prii- 
mes  ,  &t  les  cônes ,  pour  des  pyramides. 
Or ,  les  prifmes  qui  ont  des  hauteurs  éga- 
les ,  font  entr'eux  comme  leurs  bafes  (n)  ;  N.  53$. 
&  il  en  eu.  de  même  des  pyramides  (n).  n.  jj8.- 
Donc  ,  lorfque  les  cylindres  ,  ou  les  .cô- 
nes ,  ont  des  hauteurs  égales ,  ils  font  aufli 
entr'eux  comme  leurs  bafes. 
Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D. 


Z  i j 
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PROPOSITION    XII. 
Théorème. 

k6<.  Les  cylindres  femblables  font  entr  eux 
en  rapport  triplé  de  celui  de  leurs  côtes 
pareils ,  (  par  exemple  ) ,  de  ceux  des 
diamètres  de  leurs  bafes  :  &  il  en  eft  dç 
même  des  cônes  femblables. 

Démonstration, 

J_j  E  s  cylindres   peuvent  être  pris  pour 
des  prifmes  ;  ck  les  cônes ,  pour  des  pyra- 
pf.  5^.mides  (n).  Or,  les  prifmes  femblables  font 
entr'eux  en  rapport  triplé  de  celui  de  leurs 
N.  539. côtés  pareils  (n);  &  il  en  eft  de  même 
N9  j6o.  des  pyramides  femblables  (n).  Donc,  lorff 
que  les   cylindres  9  ou  les   cônes  ,    font 
femblables  ,  ils  font  auffi  entr'eux  en  rap- 
port triple  de  celui  de  leurs  côtés  pareils  ; 
ôc  par  conféquent ,  de  celui  des  diamètres 
de  leurs  bafes  ;  puifque  ces  diamètres  fon£ 
des  côtés  pareils  de  ces  folides. 
Donc,  C.  Q.  F.  D, 
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P  PROPOSITION     XII  L 

Théorème. 

566.  Si  un  cylindre  ejl  coupé  par  un  plan 
parallèle  à  fa  bafe  ?  les  fegmens  du  cy~ 
lindre  font  entreux  comme  les  fegmens 
de  Vaxe* 

0 1  le  plan  EF  •*  ,  qui  coupe  le  cylindre  'Kg.  9. 
AC,  eu  parallèle  à  la  bafe  DC,  les  fegmens 
A  F  &  EC  du  cylindre  ,   font  entr'eux 
comme  les  fegmens  HI  &  IG  de  l'axe  HG. 

Conjl.  Divifez  le  plus  petit  fegment  HI, 
en  tel  nombre  de  parties  égales  qu'il  vous 
plaira  ;  par  exemple  ,  en  deux  parties  éga- 
les HM  tx  MI.  Prenez  enfuite  fur  le  feg- 
ment IG  ,  une  partie  GK.  égale  à  la  partie 
H  M.  Enfin ,  faites  paffer  par  les  points 
M  ck  K ,  des  plans  NO  &  PQ  parallèles, 
chacun  à  la  bafe  DC. 

Démonjl.  Les  fegmens    AO  ,    NF  & 
PC  ,  font  égaux  (n).  Ainfi ,  l'on  démon- N.  s^ 
tre  cette  proportion  ,  de  la  même  manière 
dont  on  a  démontré  la  première  du  fixieme 
Livre,  n°  40 5 * 

Par  conféquent  ?  C.  Q.  F,  D» 


# 
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PROPOSITION     XIV. 

Théorème, 

567.  Les  cylindres  dont  les  bafes  font  iga~ 
les  ,  font  entreux  comme  leurs  hauteurs  : 
&  il  en  ejl  de  même  des  cônes  y  lorf qu'ils 
font  dans  le  mime  cas, 

fig.  io.  .Premièrement.  Les  cylindres  NB*  &C 
HF  dont  les  bafes  NO  &  HG  font  éga- 
les ,  font  entr'eux  ,  ce  que  la  hauteur  KP 
du  premier  eft  à  la  hauteur  ML  du  dernier. 
Confl.  Prolongez  le  cylindre  NB  ,  juf- 
qu'à  ce  que  la  hauteur  PI  du  prolonge- 
ment NC ,  foit  égale  à  la  hauteur  ML  du 
cylindre  HF. 

Démon Ji.  Les  cylindres  HF  &  NC  font 
N.  564.  égaux  (n)  ;  puifque  [c]  ils  ont  des  hau- 
teurs égales  ML  &  PI ,  &  des  bafes  égales 
HG  &  DC.  Or  ,  les  cylindres  NB  &  NC 
font  entr'eux,  ce  que  la  hauteur  KP  eft  à  la 
N.  5<r<?.  hauteur  PI  (n)  ;  puifque  ces  cylindres  font 
les  fegmens  du  cylindre  AC  [c].  Donc  , 
les  cylindres  NB  &  HF  font  aufli  entr'eux, 
ce  que  la  hauteur  KP  eit.  à  la  hauteur  PI , 
n.  6u  ou  ML  (n). 

Par  conféquent,  C  Q.  F.  i°  D. 
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Secondement.  Les  cônes  NKO  *  &  Fig.  i«. 
HMG  dont  les  bafes  NO  &  KG  font  éga- 
les y  font  entr'eux,  ce  que  la  hauteur  KP 
du  premier  eft  à  la  hauteur  ML  du  der- 
nier. 

Confl.  Suppofez  fur  les  bafes  NO  &£ 
HG ,  4es  cylindres  NB  ck  HF  ,  qui  aient 
les  mêmes  hauteurs  que  les  cônes  pro- 
pofés. 

Dèmonft.  Les  cylindres  NB  ck  HF  font 
entr'eux ,  ce  que  la  hauteur  KP  eft  à  la 
hauteur  ML  [d]  ;  puifque  les  bafes  NO  & 
HG  font  égales  [h],  Or,  les  cônes  NKO 
6k  HMG  font  les  tiers  de  ces  cylindres , 
chacun  de  chacun  (n).  Donc,  ils  fontN.  ;6i. 
aum*  entr'eux  comme  ces  mêmes  hauteurs 

(n)-  N.  }tf. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  i°  D. 


Ziv 
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PROPOSITION    XV. 
Théorème» 

568.  Les  cylindres,  &  de  même  les  cônes ,. 
dont  les  foliditês  font  égales  9  ont  leurs 
bafes  &  leurs  hauteurs  réciproquement 
proportionnelles  :  &  ceux  dont  les  bafes 
&  les  hauteurs  font  réciproquement  pro~ 
^portionnelles  ,  ont  leurs  foliditês  égales* 

DÉ  MONSTRATI  ON. 

-Les  cylindres  peuvent  être  pris  pour  des 
prifrnes  ;  &  les  cônes  pour  des  pyramides 
N.  562.  (n)«  Ainfi,  ce  que  l'on  a  démontré  des 
prifrnes  au  n°  541  ,  &  des  pyramides  au 
n°  561  ,  convient  pareillement,  l'un  aux 
cylindres ,  &  l'autre  aux  cônes. 
Par  conféquent  y  C.  Q,  F.  D. 
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PROPOSITION    XVL 

Théorème, 

569.  La  folidité  a" une  demi-fphere  9  ejl  les 
deux  tiers  de  celle  du  cylindre  dans  lequel 
cette  demi-fphere  ejl  inferite* 

I  j  A  demi-fphere  ÂLB  *  efl:  les  deux  tiers  Fig.  ^ 
du  cylindre  AK  dans  lequel  elle  efl  inf- 
crite, 

Conf.  Faites  pafîer  par  l'axe  HL  ,  un 
plan  quelconque  AIKB.  Prenez  enfuite- 
fur  ce  même  axe  un  point  n  ,  à  volonté  ; 
ck  faites  aufîi  paifer  par  ce  point ,  un  plan 
Q  s  M  parallèle  à  la  bafs  IRK.  Enfin  ,. 
tirez  du  centre  H ,  au  point  0  auquel,  la- 
commune  feélion  _QM  de  ces  plans  ren- 
contre la  furface  de  la  demi-fphere,  ck 
aux  extrémités  I  ck  K  de  la  commune  fec- 
tion  du  plan  AJKB  &  de  la  bafe  IRK,  les 
lignes  droites  Ho  ?  HI  ck  HK. 

Dimonfl.  Le  triangle  0  72  H  efl  rectan- 
gle en  n  (n).  Ainfî ,  le  cercle  qui  a  pour  n.  £27. 
rayon  la  ligne  Ho,  efl  égal  aux  cercles 
dont  les  lignes  no  ck  /2H-  font  les  rayons 
{n).  Mais,   les  lignes  nQ  ck  Ho  fontN.  4,9. 
égales  j  puifque  la  même  ligne  AH  efl 

Z  v 


538     les  Elémens  d'Euclide. 

N.   488.  é§alS  à  rUne    (n)  &   à    FaUtre   (")  :  &   kS 

"n!  413.  lignes  np  &Ln  H  font  aufîi  égales  (n)  ; 
puifque  le  triangle  H  n  p  eft  équiangle  au 

n.  137. triangle  ifofcele  HLK  (n).  Donc,  le 
cercle  qui  a  pour,  rayon  la  ligne  n  Q , eft 
égal  aux  cercles  dont  les  lignes  /z  0  ck  np 
n.  61.  font  les  rayons  (n).  Par  conféquent,  puif- 
que ces  trois  cercles  font  les  fections ,  l'un 
du  cylindre  AK ,  l'autre  de  la  demi-fphere 
ALB  ,  ck  le  dernier  ,  du  cône  IHK ,  la 
lection  de  ce  cylindre  eft  égale  à  celles 
de  cette  demi-fphere  ck  de  ce  cône. 

Or,  la  même  démonstration  fubfifte  9 
par  quelque  endroit  du  cylindre  'AK  que 
l'on  fafte  parler  îe  plan  Q^M.  Donc,  à 
quelque  endroit  que  l'on  coupe  ce  cylin- 
dre par  un  plan  parallèle  à  fa  bafe  ,  fa  fec- 
tion  eft  égale  à  celles  de  la  demi-fphere 
ALB  ck  du  cône  IHK.  Ainfî,  cette  demi- 
fphere  ck  ce  cône  valent  enfemble  ce  cy- 
lindre. Par  conséquent ,  puifque  ce  même 
N.  562.  cône  eft  le  tiers  de  ce  même  cylindre  (n)  9 
cette  demi-fphere  en  eft  les  deux  tiers» 

Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire    î. 

570.  ïl   fuit  de  ce  théorème  ,  qu'une 
fpkerc  efl  les  deux  tiers  du  cylindre  dans 
lequel  elle  ejl  inferite. 
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Corollaire    IL 

571.  Il  fuit  de  ce  corollaire,  que  la 
foliditê -d'une  fpherc ,  eft  égale  au  produit  de 
la  furface  de  l'un  quelconque  defes  grands 
cercles  ,  multipliée  par  les  deux  tiers  de  fon 
diamètre. 


PROPOSITION    XVII. 

Théorème, 

572.  Chaque  grand  cercle  d'une  fphere  9  efi 

égal  au  quart  de  la  furface  de  cette 

même  fphere, 

DÉMONSTRATION. 

(Jn  peut  confîdérer  une  fphere  comrrre 
étant  divifée  en  un  grand  nombre  de  petits 
folides  ,  qui  aient  chacun  leur  fommet  au 
centre  de  cette  fphere  ,  ck  leur  bafe  dans 
fa  furface.  Or,  fi  l'on  fuppofe  dans  une 
même  fphere  un  fi  grand  nombre  de  ces 
folides ,  que  la  convexité  de  la  bafe  de 
chacun  devienne  abfolument  infenfible9 
ils  feront  autant  de  petites  pyramides  qui 
auront  chacune  le  rayon  de  cette  fphere 
pour  hauteur.  Mais  9  pour  avoir  la  foliditê 
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de  chacune  de  ces  pyramides  en  particu- 
lier ,  il  faut  multiplier  fa  bafe  par  le  tiers 
n.  5  5?*  de  ce  rayon  (n).  Donc  ,  pour  avoir  la  fo- 
lidité  de  toutes  enfemble ,  qui  eft  celle  de 
la  fphere  même  .*  il  faut  multiplier  par  le 
tiers  de  ce  même  rayon,  la  fomme  de 
toutes  les  bafes  ;  c'eû>à-dire  ,  la  furface 
même  de  la  fphere. 

Mais ,  puifque  [D}Fon  a  la  folidité  d'une 
fphere  ,  en  multipliant  fa  furface  par  le 
tiers  de  fon  rayon  ;  on  aura  de  même  fa 
folidité  ,  en  multipliant  le  quart  de  cette 
même  furface  par  le  quadruple  du  tiers  de 
ce  même  rayon;  c'eft-à-dire,  par  les  deux 
tiers  du  diamètre. 

Or  ,  on  a  aum*  la  même  folidité ,  en 

multipliant  l'un  des  grands  cercles  de  cette 

même  fphere  par  les  deux  tiers  du  même 

N.  57i«  diamètre  (n).   Donc  ,  ce   grand  cercle, 

•      &  le  quart  de  la  furface  de  la  fphere,  font 

deux  furfaces  égales. 

Par  conféquent ,  C.  Q.  F.  D, 

Corollaire    I.  . 

,  573.   Il  fuit  de  ce  théorème,  que  la 

furface  d'une  fphere  ,  eft  quadruple  de  celle 
de  Vun  quelconque  des  grands  cercles  de  cette, 
même  fphere. 
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c  oro  l  l  a  i  re    il 

^74.  IL  fuît  de  ce  corollaire ,  que  la 
furface  d'une  fphere ,  eji  égale  à  celle  du 
cylindre  dans  lequel  cette+même  fphere  eji 
infcrke. 

Démonjl.  La  furface  d'un  cylindre  efl 
égale  au  produit  de  la  circonférence  de 
fa  bafe  ,  multipliée  par  fa  hauteur.  Or , 
le  cylindre  dans  lequel  une  fphere  eft 
infcrite ,  a  l'un  des  grands  cercles  de  cette 
fphere  pour  bafe ,  &  le  diamètre  de  ce 
même  cercle  pour-hauteur  (n).  Ainfi,  faN.  6i> 
furface  eft  égale  au  produit  de  la  circon- 
férence de  l'unvde  ces  grands  cercles  ^mul- 
tipliée par  fon  diamètre. 

Mais ,  la  furface  de  ce  grand  cercle  efl 
égale  au  produit  de  cette  même  circonfé- 
rence multipliée  feulement  par  le  quart  pe 
ce  même  diamètre  (n).  Donc,  la  furface  n,  409» 
de  ce  cylindre  eft  quadruple  de  celle  de 
ce  grand  cercle.  Par  conféquent,  puifque 
la  furface  de  la  fphere  en  eft  auffi  quadru- 
ple (n)  9  la  furface  de  ce  cylindre  &  celle  N.  573> 
de  cette  fphere  font  égales  (n),  n.  tyv 

Donc,  C,  Q.  F.  IX 


/ 
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PROPOSITION    XVIII. 

Théorème. 

575,  Les  fpheres  font  entr  elles  en  rapport 
triplé  de  celui  de  leurs  diamètres. 

DÉMONSTRATION. 

JLes  fpheres  font  les  deux  tiers  des  cy- 
N.  j>6?.lindres  dans  lefquels  elles  font  infcrites  (n). 
Ainfî ,  elles  ont  entr'elles  les  mêmes  rap- 
n.  3*9- ports  que  ces  cylindres  (n).  Or,  ces  cy- 
N.-499.1indres  font  femblables  (n)  ;  ck  par  con- 
féquent ,  ils  font  entr'eux  en  rapport  triplé 
n«  565.de  celui  de  leurs  axes  (n).   Donc,  les 
fpheres  font  aufîi  entr'elles  en  rapport  tri- 
plé de  celui  des  axes  des  cylindres  dans 
lefquels    elles  font  infcrites.    Par   confé- 
quent,  puifque  ces  axes  font  les  diamètres 
de  ces  mêmes  fpheres  ,  elles  font  entre 
elles  en  rapport  triplé   de  celui  de  leurs 
diamètres. 

Donc,  C.  Q.  F.  D. 
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PROPOSITION    XIX, 

**  Théorème. 

576.  ha  folidité  d'un  Tkrafphérolde  •}•  eji 
les  deux  tiers  de  celle  du  parallélépipède 
dans  lequel  il  ejl  inferit. 

ÎOUT  tétrafphéroïde  eft  les  deux  tiers 
du  parallélépipède  dans  lequel  il  eft  inf- 
erit. 

Conjl.  Tirez  une  ligne  droite  AD ,  à 
volonté.  (Livre  &,fig.  46".)  Décrivez  fur 
cette  ligne  un  demi-cercle  AMD.  Cir- 
cofifcrivez  à  ce  demi-cercle  un  rectangle 
AC.  Tirez  du  centre  N  aux  points  B  &  C , 
les  lignes  droites  NB  &:  NC.  Elevez  du 
même  centre  N  (n)  ,  la  perpendiculaire  n.  95. 
NM  à  la  ligne  AD.  Enfin  ,  des  points  G 
ck  O  pris  à  volonté  fur  le  côté  AB  ,  tirez 
(n)  les  parallèles  GH  &  OP  à  la  même  N<  J5. 
ligne  AD. 

Dêmonjt.  Si  l'on  imagine  que  le  pa.- 
rallélépipede  circonferit  à  un  tétrafphé- 
roïde foit  coupé  par  trois  plans  >  dont  le 

"f"  Je  donne  le  nom  de  Tétrafphéroïde  à  un  folide  qui  a 
pour  bafe  le  quarré  du  diamètre  d'un  cercle  ;  &  dont 
toutes  les  feclions  parallèles  à  cette  bafe  font  les  quar° 
les  des  cordes  de  ce  même  cercle, 
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premier  pafle  par  l'axe  MN  de  ce  tétra* 
fphéroïde  ,  &  dont  les  deux  autres  foient 
parallèles  à  la  bafe  de  ce  parallélépipède  ? 
on  aura  le  rectangle  AC  pour  la  fe&ion 
de  ce  même  parallélépipède  ;  le  demi- 
cercle  AMD  ,  pour  celle  de  ce  tétrafphé- 
roïde  ;  &  le  triangle  BNC  ,  pour  celle 
d'une  pyramide  qui  feroit  infcrite  dans  ce 
même  parallélépipède.  Les  lignes  droites 
GH  &  OP  feront  les  communes  ferions 
de  ces  trois  plans.  Cela  pofé  t 

La  ligne  EH  eft  divifee  en  deux  parties 

au  point  F,  &  le  point  L  eft  le  milieu  de 

H.  228.  fa  partie  EF  (n).  Ainfi,  le  rectangle  de 

cette  ligne  ÔC  de  fa,  partie  FH  9  avec  le 

quàrré  de  la  partie  LF,  en1  égal  au  quarré" 

n.  190.de  la  ligne  LH  (n).  Or,  ce  re&angîe  eft 

N.  270.  égal    au  quatre  de  la  tangente  HD  (n)  g 

&  le  quarré  de  cette  tangente  l'eft  à  celui 

de  la  ligne  LK  :  car ,  pùifque  le  triangle 

NLK  eli  équiangle  au  triangle  NMC  qui 

eft  ifofcele  [c]  ,  la  ligne  LK  elt  égale  à 

n.  413.  la  ligne  LN  (n)  ;  &  cette  dernière  ligne 

n.  143.  l'eft   à   la  tangente  HD  (n).  Donc  ,  le 

quarré  de  la  ligne  LK ,   avec  celui  de  la 

ligne  LF  ,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne 

LH. 

Mais ,  ces  trois  lignes  LK  ,  LF  &  LH 
ne  font  que  les  moitiés  des  trois  lignes 
IK  j  EF  ck  GH  ;  chacune  de  chacune  [c}. 
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Donc  y  les  quarrés  de  ces  trois  dernières 
lignes  font  quadruples  de  ceux  des  trois 
premières  ,  chacun  de  chacun  (n).  ParN,  185, 
conféquent ,  le  quarré  de  la  ligne  IK  9 
avec  celui  de  la  ligne  EF,  eft  égal  à  celui 
"de  la  ligne  GH. 

Or,  le  quarré  de  la  ligne  IK  ,  eft  la 
feclion  de  la  pyramide  BNC  *J*  ;  celui  de 
la  ligne  EF ,  eft  la  fe&ion  du  tétrafphé- 
roïde AMD;  &  celui  de  la  ligne  GH, 
eft  la  feclion  du  parallélépipède  ÀC, 
Donc  ,  lafection  de  la  pyramide  BNC7 
avec  celle  du  tétrafphéroïde  AMD ,  eft 
égale  à  la  feclion  du  parallélépipède  AC. 

Enfin  ,  la  même  démonftration  fubfifte  , 
par  quelque  endroit  du  parallélépipède  AC 
que  parle  un  plan  GH  parallèle  à  fa  bafe 
AD.  Donc  ,  la  pyramide  BNC  ,  avec  le 
tétrafphéroïde  AMD  ,  eft  égale  au  paral- 
lélépipède circonfcrit  AC.  Par  confé- 
quent ,  puifque  cette  pyramide  eft  le  tiers 
de  ce  parallélépipède  (n)  ,  ce  tétrafphé-  N»  ?5&» 
roïde  en  eft  les  deux  tiers* 

Donc  ,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

577.  Il  fuit  de  la  démonftration  de  ce 

"l*  Pour  éviter  une  figure  trop  compliquée  ,  nous  in- 
diquons par  leurs  ferions  la  pyramide  ,  le  tétrafpfe'l» 
foïde  &  le  parallélépipède» 
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théorème ,  premièrement ..  que  la  foliditi 
Fïg.  46 ,  (Tune  partie  AEFD  *  d'un  titrafphiroïde 
vre  6"  AMD ,  comprifc  entre  fa  bafe  &  le  quarrê 
de  E  F  parallèle  à  cette  bafe  5  avec  la  foliditi 
d'une  pyramide  INK  ,  dont  le  côté  IK  du 
quarré  de  la  bafe  ejl  double  de  Vaxe  LN ,  ejl 
égale  à  la  foliditi  du  parallilipipede  cof- 
ref pondant  AGHD. 

Secondement  9  que  la  foliditi  dunt 
partie  EQRF  dun  titrafphiroïde  AMD9 
comprife  entre  les  quarris  de  EF  &  de  QR 
parallèles  à  fa  bafe  9  avec  la  foliditi  d'une 
pyramide  tronquie  ISTK,  dont  les  côtis  IK 
&  ST des  quarris  des  deux  bafes  font  dou- 
bles des  axes  LN  &  VN  des  pyramides  en- 
tières INK  &  SNT9  chacun  de  chacun ,  ejl 
igale  à  la  foliditi  du  parallilipipede  cor- 
ref pondant  GOPH. 

Troisièmement  enfin ,  que  la  foliditi 
dune  partie  QMR  dun  titrafphiroïde 
AMD)  comprife  entre  f on  fommet  M  &  le 
quarré  de  QR  parallèle  à  la  bafe  9  avec  la 
foliditi  dune  pyramide  tronquie  SRCT 9 
dont,  les  côtis  ST  &  BC  des  quarris  des 
deux  bafes  font  doubles  des  axes  VN  & 
MN  des  pyramides  entières  S  NT  &  BNC 9 
chacun  de  chacun  9  ef  igale  a  la  foliditi  du 
parallilipipede  correfpondant  OBCP, 

Donc ,  C.  Q.  F.  D. 
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S  c  h  o  l  1  E. 

578.    Puifque  les  cercles  font  entreux 
comme  les  quarrés  de  leurs  diamètres  (n)  ,  n.  747. 
tout  ce  que  Von  vient  de  démontrer  du  titra- 
fphèrolde  convient  pareillement  à  lafphere. 

Ainfi  9  dans  la  même  fig.  4.6  du  Livre  G9 
ji  Von  prend  le  rectangle  AC  pour  lafeclion 
d'un  cylindre  dans  lequel  une  demi-fphere 
feroit  infcrite  ;  le  demi-cercle  AMD  pour 
la  feclion  de  cette  demi-fphere  ;  &  le  trian- 
gle BNC  pour  celle  a"un  cône  infcrit  dans 
ce  mime  cylindre;  on  verra  9  par  une  de- 
monflration  pareille  a  celle  du  thiorime  pré- 
cèdent  ^premièrement ,  que  la  folidité  d'une 
demi-fphere  AMD  ,  avec  celle  d'un  cône 
BNC  9  dont  l'axe  MN  &  le  rayon  MC  du 
cercle  de  la  bafe  font  égaux ,  eft  égale  à 
celle  du  cylindre  circonfcrit  AC.  Par 
conféquent ,  une  fphere  eft  les  deux  tiers 
du  cylindre  dans  lequel  elle  eft  infcrite. 

Secondement ,  que  la  folidité  d'un  feg« 
ment  de  fphere  AEFD  ,  compris  entre  un 
grand  cercle  &t  un  petit  cercle  dont  les 
lignes  ND  &  LF  font  les  rayons,  avec 
celle  d'un  cône  INK  dont  l'axe  LN  &  le 
rayon  LK  du  cercle  de  la  bafe  font  égaux  , 
eft  égale  à  celle  du  cylindre  correfpon- 
dant  AGHD. 
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Troijîémement ,  que  la  folidité  d'un  feg- 
ment  de  fphere  EQRF,  compris  entre  deux 
petits  cercles  dont  les  lignes  LF  ck  VR 
font  les  rayons  ,  avec  celle  d'un  cône 
tronqué  ISTK,  compris  entre  les  deux  cer- 
cles dont  les  rayons  LK  &  VT  font  égaux 
aux  axes  LN  &:  VN  des  cônes  entiers  INK 
&  SNT,  chacun  à  chacun  ,  eft  égale  à 
celle   du  cylindre  correfpondant  GOPH. 

Quatrièmement  enfin,  que  la  folidité 
d'une  calotte  QMR,  avec  celle  d'un  cône 
tronqué  SBCT,  compris  entre  le  petit  cer- 
cle &  le  grand  cercle  dont  les  rayons 
VT  &  MC  font  égaux  aux  axes  VN  ôc 
&  MM  des  cônes  entier:  SNT  &  BNC  j 
eft  égale  à  celle  du  cylindre  correfpon- 
dant OBCP. 
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Arithmétiques  f. 

S— »W«         il  i  il  in         in  1  ,  ■     —|M^»B 

l  DÉFINITIONS. 

579, /^\N  dit  que  des  rapports  arith- 
v^/métiques  font  égaux  ?   ou  font 
les  mêmes  ;  lorfque  les  différences  de  leurs 
termes  font  égales. 

Par  exemple  9  le  rapport  arithmétique 
à? une  ligne  de  12  pieds  à  une  ligne  de  1  5 
pieds  9  efl  égal  à  celui  d'une  ligne  de  lÈ 
pieds  à  une  ligne  de  21  pieds  ;  parce  que  la 
différence  ^  de  1%  à  i},  efl  la  même  que 
celle  de  18  in. 

Pareillement  ,  le  rapport  arithmétique 
ê!une  ligne  de  6  pieds  à  une  ligne  de  4 
pieds  >  efl.  égal  à  celui  d?une  ligne  de  1 1 
pieds  à  une  ligne  de  9  pieds  ;  parce  que  la 
différence  0—2  de  6  à  4  (n),  efl  la  mêmen.  316, 
que  celle  de  11  à  9, 

SCHOUE, 

580.  Pour  marquer  que  des  rapports  arith- 
métiques font  égaux  ,  tels  que  le  font ,  par 

•J"  Euclide  n'a  rien  dit  des  proportions  arithmétiques 
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exemple  ceux  de  5  à  1 1 ,  de  1 4  à  20  ,  de  27  à 
33,  &c. ,  0/2  les  fépare  les  uns  des  autres  par 
trois  points  rangés  en  triangle ,  de  cette  ma- 
nière ,  5  .  1 1  v  14 .  20  v  27  .  33  v  &c 

Et  pour  exprimer  cette  égalité  ,  on  dit  y 
gue  5  font  arithmétiquement  à  1 1  ,  ce  que 
14  font  à  20  ,   ce  que  27  font  ^33,  &c. 

Mais  ,  lorfque  la  proportion  arithméti- 
que efl  continue  ,  telle  que  Vefl  ,  par  exem- 
ple celle-ci  ,3.5.7.9.11.13.  &c. ,  ow 
la  fait  précéder  par  une  petite  ligne  entre* 
trois  points ,  de  cette  manière ,  -^-  3.5.7' 
9  .  1 1  .  13.  &c. 


PROPOSITION      I. 

Théorème. 

581 .  Si  quatre  quantités  font  en  proportion 
arithmétique  ,  la  fomme  des  extrêmes  ejl 
égale  à  celle  des  moyennes, 

»3  1  a  .  b  v  c  .  d ,  la  fomme  a  +  d  des  ex- 
trêmes ,  eft  égale  à  la  fomme  b  -f-  c  des 
moyennes. 

Démonfl.  Puifqne  [  h]  ,  a  .  b  v  c  .  d9\ 
N.  f79-^  ^  e^  égal  à  0  ,  c  l'eft  à//  (n).  Ainfî ,  a\ 
fait  avec  J  ,  la  même  fomme  que  b  avec  £. 

Et  fi  au  contraire  b  furpaiîe  a,  ou  enl 
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diffère  d'une  certaine  quantité  ,  alors  (n),  n.  S79* 
c  diffère  de  d,  ou  le  furpafle ,  de  la  même 
quantité.  Ainu*  ,  a  fait  toujours  avec  d\& 
même  fomme  que  b  avec  c.  Donc ,  a  +  d 
eft  toujours  égal  à  b  -\-c. 

Par  conféquent ,  C,  Q.  F.  D. 
C  ORO  LLA1R.E. 

582.  Il  fuit  de  ce  théorème,  première- 
ment ,  que  pour  trouver  le  quatrième  terme 
d'une  proportion  arithmétique  dont  les  trois 
premiers  termes  font  donnes  ;  il  faut  de  la 
fomme  des  moyens  fouflraire  le  premier 
terme.  Le  rejle  efl  le  quatrième  terme  de- 
mande. 

Secondement  ,  que  Ji  trois  quantités 
font  en  pro greffon  arithmétique  ,  la  fomme 
des  extrêmes  efl  le  double  du  terme  moyen* 
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PROPOSITION    IL 

Théorème. 

583.  Sî  quatre  quantités  font  telles  que  la 
fomme  des  extrêmes  foit  égale  à  celle  des 
moyennes  ,  ces  quatre  quantités  font  en  ' 
proportion  arithmétique \ 

Oi  les  quantités  a9b ,  c  &  </,  font  telles 
que  la  fomme  a-\-d  des  extrêmes,  foit 
égale  à  la  fomme  b  -f-  c  des  moyennes  ,  le 
rapport  arithmétique  de  a  à  b  ,  eft  le  même 
'  que  celui  de  c  à  </. 

Démonjl.  Puifque  [h]  ,  a  fait  avec  </  là 

même  fomme  que  b  fait  avec  c,  fl  £  eft 

N.  579.  égal  à  a,  c  l'eft  à  d.  Ainfi  9  a.B's  c  .d  (n). 

Mais  fi  £  furpalTe  a ,  ou  en  diffère ,  d'une 

certaine  quantité  ,  il  faut  alors  que  c  diffère 

de  dy  ou  le  furpaffe ,  de  la  même  quantité  ; 

puifque  autrement ,  b  ne  feroit  plus  avec 

c  la    même   fomme    que  a   fait  avec   d. 

Donc  ,  la  différence  de  a  à  b  eft  la  même 

que  celle  de  c  àd.  Par  conféquent , a .  b  V 

M.  ï79-c  .  </  (n). 

Donc  -,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

'  584.  Il  fuit  de  ce  théorème,    que  fi 

trois 
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trois  quantités  font  telles  que  la  fomme  des 
extrêmes  foit  double  de  la  quantité  moyenne  , 
ces  trois  quantités  font  en  progreffon  arith- 
métique. 

Par  conféquent ,  la  moitié  de  la  fomme 
de  deux  quantités  quelconques  ,  ejl  moyenne 
proportionnelle  arithmétique  entre  ces  deux 
quantités. 


PROPOSITION     III. 
Théorème. 

585.  Dans  une  progrefflon  arithmétique  y 
le  fécond  terme  ejl  égal  au  premier  5  plus 
une  fois  la  différence  qui  règne  dans  cette 
pro  greffon  :  le  troifieme  terme  ejl  égal  au 
premier^  plus  deux  fois  cette  différence:  le 
quatrième  terme  ejl  égal  au  premier,  plus 
trois  fois  cette  même  différence  :  &  ainfi 
de  fuite, 

JUans  cette  progreflion  ,  -—  a  .  b  .  c  . 
d .  e  ,f.  g .  &c.  ,  le  fécond  terme  b  eft 
égal  au  premier  terme  a  ,  plus  une  fois  la 
différence:  le  troifieme  terme  c  eft  égal  au 
premier  terme  a  ,  plus  deux  fois  la  diffé- 
rence :  le  quatrième  terme  d  eft  égal  au 
premier  terme  a ,  plus  trois  fois  la  diffé- 
rence :  &c  ainfi  de  fuite. 

Aa 
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La  progrefjîon  dont  il  s'agit  ejl  c renflante, 
eu  décroiflante  ;  cejl-à-dire  que  la  diffé- 
rence qui  y  règne  ejl  pofitive  ,  ou  négative. 

Premièrement.  Lorfque  la  différence  ejl 
pojïtive, 

Démonft.  Puifque  la  différence  eft  pofi- 
tive [h]  ,  a  eft  plus  petit  que  b  d'une  cer- 
taine quantité  x.  Ainfî ,  en  ajoutant  à  a 
cette  quantité  x  dont  il  diffère  de  b ,  la 
fomme  a  -\-x  eft  égale  kb.  Par  conféquent, 
on  peut  mettre  cette  fomme  à  la  place  du 
fécond  terme  b. 

De  même  ?  en  ajoutant  à  b ,  c'eft-à-dire 
à  a  -}-  x  9  la  même  quantité  x  dont  il  dif- 
fère de  c  ,  la  fomme  a-{-zx  eft  égale  à  c. 
Ainfi ,  l'on  peut  mettre  cette  fomme  à  la 
place  du  troiiieme  terme  c. 

Pareillement ,  en  ajoutant  à  c,  c'eft-à- 
dire  à  a-\-  ix ,  cette  même  quantité  x  dont 
il  diffère  de  d  9  la  fomme  a  -)-  ^x  eft  égale- 
à  £  Ainfi ,  on  peut  la  mettre  à  la  place  du 
quatrième  terme  d.  Et  ainfi  de  fuite. 

Donc  ,  cette  même  progreflion  -^  a  . 
b  .  c  .  d  .  e  .  f.  g.  &c.  peut  être  exprimée 
de  la  manière  fui  vante,  V-  a  .  a-\-x .  a-\-ix .  i 
a4-  ix  .  a  -\-  4x  .  a-\-  jx .  &rc. 

Or  ,  a  -j-  x  eft  le  premier  terme  a  ,  plus 
une  fois  la  différence  x  :  a-\-  ix  eft  le  pre- 
mier terme  a^  plus  deux  fois  la  différence 
x:  &c. 
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Secondement.  Lorfque  la  différence  efl 


négative. 


Démon fl.  Puifque  la  différence  efr.  né- 
gative [h]  ,  a  eu.  plus  grand  que  b  d'une 
certaine  quantité  x.  Ainli  ,  en  fouftrayant 
de  a  cette  quantité  x  dont  il  îurpaiïe  b  ,  le 
refie  a  —  x  efi  égal  à  b.  Par  conféquent  , 
on  peut  mettre  ce  refte  à  la  place  du  fécond 
terme  b. 

De  même  ,  en  fouftrayant  de  b  ,  c'eft- 
à-dire  de  a  —  x ,  la  même  quantité  x  dont 
il  furpafTe  c  ,  le  refte  a  —  zx  eft  égal  à  c. 
Ainfi  \  l'on  peut  mettre  ce  refte  à  la  place 
du  troifieme  terme  c. 

Pareillement,  en  fou/trayant  de  c9  c'eft- 
à-dire  de  a—  ix  ,  cette  même  quantité  a 
dont  il  furpafTe  d  ,  le  refte  <z—  3^  eft  égal 
à  d.  Ainfî,  on  peut  le  mettre  à  la  place 
du  quatrième  terme  d.  Et  ainfi  de  fuite. 

Donc ,  cette  même  progrefiion  ,  ~  a  . 
b  .  c  .  d .  e.f .  g.  &c.  peut  être  exprimée 
de  la  manière  fuivante,  —  a .  a— x .  a—  ix . 
a  —  ^x  .  a ..—  4x  .  a—  ^x.  &c. 

Or ,  a  —  x  efl  le  premier  terme  <2  5  plus 
une  fois  la  différence  négative  x  :  a .—  2a 
efl  le  premier  terme  <z,  plus  deux  fois  la 
différence  négative  a-  :  ckc. 

Par  conséquent _,  C.  Q.  F.  D. 


a  ij 
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PROPOSITJON     IV. 
Théorème. 

586.  Dans  uneprogrejjîon  arithmétique ,  la 
fomme  de  tous  Us  termes  ejî  égale  au  pro- 
duit de  celle  des  extrêmes  multipliée  par 
la  moitié  du  nombre  des  termes. 


A  fomme  a  -\-  b  4-  c  -f-  ckc.  de  tous  les 
termes  de  cette  progreffion  ,  -v-  a  .  b  .  c.  d . 
e  .f. g .  h  .  i . k  .  qui  a  10  termes  ,  efl 
égale  au  produit  ja  +  ^&  de  la  fomme  des 
extrêmes  a  &:  /c,  multipliée  par  la  moitié  5 
du  nombre  des  termes. 

Démonjl.  Dans  une  progrefîîon  arith- 
métique ,  la  différence  de  chaque  terme  à 
celui  qui  le  fuit  immédiatement ,  eft  tou- 

n.  579.  jours  la  même  (n).  Ainfi ,,  puifque  la  pro- 
gression dont  il  s'agit  a  10  termes,  elle 
donne  ces  quatre  proportions  a  .  b  v  i .  k , 
b  .  c  v  h  .  i  ,  c  .  d  v  g  .  A.&  </  .  e  '.'y.  g". 

N.  58<- Donc  (n),   a-f^eft  égal  à  b  -f  i,  £  -f  i 

l'eft  à  c+  A ,  c  +  A  l'eft  à  i  +  #,  &  </  +  £ 

l'eft  à  e  -\-f.  Par  conféquent  ,    ces    cinq 

fommes  a  -f-  k  ,    £-{-*,  c-r-^j^  +  g"  & 

n.  62.  e  -f-/,  font  cinq  quantités  égales  (n). 

Mais  ,  puifque  ces  cinq  quantités  font 
égales ,  elles  font  chacune  la  cinquième 
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partie  de  leur  fomme.  Ainfî  ,  leur  fomme 
eft  également  ja  -f  <jk  ,  comme  ^b  -f  5/  , 
comme  ,  ckc.  Donc,  &c. 

Or,  quel  que  Toit  le  nombre  des  termes 
d'une  progreffion  arithmétique,  on  démon- 
trera toujours  la  même  propriété,  par  un 
pareil  raifonnement. 

Donc,  C.  Q.F.  D. 

USAGES 

des  Progrejjions  arithmétiques* 
Question    Iere» 

587.  Un  Seigneur  voulant  faire  conftruire 
un  mur  autour  de  f on  parc  ,  on  n  en  fit  que 
J  toïfes  la  première  femaine»  Mais  le  nom- 
bre des  travailleurs  étant  fuccefjivement  aug- 
menté ,  on  fait  chaque  femaine  fuivante 
8  toifes  de  plus  que  la  femaine  précédente. 
Combien  de  toifes  fera-t-on  la  27e  femaine  ? 
&  combien  y  en  awa-t-il  défaites  à  la  fin  d^ 
la  26e  femaine  ? 

Solution.  Le  premier  des  deux  nom- 
bres demandés ,  efl  le  27e  terme  d'une  pro- 
greffion  arithmétique  qui  a  5  pour  premier 
terme ,  ck  8  pour  différence.  Or  (  n  )  ,  ce  N>  jg< 
27e  terme  eft  égal  au  premier  terme  5,  plus 
26  fois  la  différence  8.  Ainfï ,  l'on  multi- 
plie 8  par  26  ;  on  ajoute  enfuïte  5  au  pro- 

A  a  iij 
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duit  208  ;  &  la  fomme  213  eft  le  premier 
nombre  demandé. 

Le  fécond  des  deux  mêmes  nombres  de- 
mandés ,  eft  la  fomme  de  tous  les  termes 
d'une  progreflion  arithmétique  qui  a  5  pour 
premier  terme  ^  8  pour  différence  ,  ck  26 
n.  586.  pour  nombre  des  termes.  Or  (n)  ,  cette 
fomme  eft  égale  au  produit  de  celle  des 
extrêmes  ,  multipliée  par  la  moitié  1 3  du 
nombre  des  termes.  Ainfî  5  l'on  cherche 
N*  f8f«  (n)  le  26e  terme  205  ;  on  lui  ajoute  5  ;  on 
multiplie  enfuite  par  1 3  la  fomme  210  ;  & 
le  produit  2730  eft  le  fécond  nombre 
demandé. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 

Question    II. 

588.  Il  faut  diflribuer  12000  livres  à 
20  perfonnes  ;  de  manière  que  la  féconde  ait 
1 2  liv.  de  plus  que  la  première  ;  la  troiJieme9 
12  liv.  déplus  que  la  féconde  ;  &  ainfï  de 
fuite.  Combien  faut-il  donner  à  la  première  ; 
&  à  chacune  des  autres  ? 

Solution.    Le  premier  des  nombres 
demandés  eft  le  premier  terme  d'une  pro- 
greflion arithmétique  dont  12000  font  la 
fomme  de  tous  les  termes ,  20  le  nombre  : 
n.  j  86.  des  termes ,  &  12  la  différence.  Or  (n)  ,  < 
cette  fomme  12000  eft  égale  au  produit: 
de  celle  des  extrêmes 7  multipliée  par  lai 
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moitié  10  du  nombre  des  termes.  Ainii , 
l'on  divife  12000  par  10,  ck  le  quotient 
1 200  en1  la  ibmme  des  extrêmes. 

Mais  (n)  ,  cette  fomme  1200  eft  égale  n.  ygy. 
à  deux  fois  le  premier  terme  ,  plus  19  fois 
la  différence  1 2.  Donc  ,  après  avoir  mul- 
tiplié 12  par  19_,  on  fouftrait  de  1200  le 
produit  228  ;  &  la  moitié  486  du  refte, 
eft  le  premier  des  nombres  demandés. 

A  l'égard  des  autres  nombres  demandés, 
ils  font  les  termes  d'une  progreffion  arith- 
métique qui  a  486  pour  premier  terme, 
&  1 2  pour  différence.  Ainfi  (n)  ,  on  ajoure  n.  585, 
1 2  au  premier  terme  ,  &  la  fomme  4^8  eft 
le  fécond  terme  :  on  ajoute  enfuite  12  au 
fécond  terme ,  &  la  fomme  5 1  o  eft  le  troi- 
fteme  terme.  Et  aind  de  fuite  ,  pour  trou- 
ver les  autres  termes. 

Donc  ,  C.  Q.  F.  F. 

Question    II  î. 

589.  On  a  fait  creufer  un  puits  de  1% 
pieds  de  profondeur.  L'ouvrier  qui  a  com- 
mencé le  trouvait  Va  quitté  après  en  avoir  fait 
10  pieds.  Ainji,  un  autre  a  creufé  les  S  pieds 
qui  re fiaient  à  faire.  U  ouvrage  étant  fini  9 
on  Fa  eflimé  150  livres.  Quelle  part  de. 
cette""  fomme  chaque  ouvrier  doit-il  avoir  ? 

Solution.  La  peine  de  remuer  la  terre 
a  été   la  même  pour   le  premier  ouvrier 
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comme  pour  le  fécond.  Mais  ,  à  mefure 
que  l'endroit  d'où,  l'on  a  enlevé  les  terres 
eiî  devenu  plus  profond  ,  on  a  été  obligé 
de  les  monter  de  plus  bas.  Si  pour  enle- 
ver les  terres  du  premier  pied  de  profon- 
deur on  a  defcendu  de  i  pied ,  ck  remonté 
par  conséquent  de  i  pied  ;  pour  enlever 
les  terres  du  fécond  pied  de  profondeur , 
il  a  fallu  defcendre  de  2  pieds ,  ck  remon- 
ter par  conséquent  de  2  pieds;  ck  ai n fi  de 
fuite.  Donc  ,  les  difTérens  efpaces  que  l'on 
a  parcourus  pour  faire  ces  enlevemens  , 
forment  une  progreffion  arithmétique  qui 
a  2  pour  premier  terme,  2  auffi  pour  diffé- 
rence ,  ck  18  pour  nombre  des  termes. 

n.  $36.      Ainfi  ,  l'on  cherche  (n)  la  fomme  342. 
de  tous  les  termes;  ck  la  fomme  iïo  des 

n.  364  10  premiers.  On  cherche  enfuite  (n)  le. 
quatrième  terme  d'une  proportion  géomé- 
trique dont  les  trois  premiers  termes  font 
342,  1  ïo  ck  1 50  ;  ck  l'on  trouve  48  ^~ 
4  <S  10  7§-.cH  pour  la  part  du  premier  ou- 
vrier. Par  conféquent  ,  celle  du  fécond 
doit  être  101  ^  15  J  1  7^^. 
Donc ,  C.  Q.  F!  F. 

Question    IV. 

500.  On  a  payé  en  progreffion  anthrnétï- \ 
que  r^ooo  liv.  à  un  certain  nombre  de  perA 
faînes,  La  première   a  reçu  pour  fa  part- 
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408  livres  ,  &  la  dernière  792  livres.  Quel 
ejl  le  nombre  de  ces  perfonnes  ?  &  de  com- 
bien chaque  paiement  a-t-il  augmenté  ? 

Solution.  Le  premier  des  deux  nom» 
bres  demandés ,  eft  celui  des  termes  d'une 
progrefîion  arithmétique  dont  15000  font 
la  fomme  de  tous  les  termes  ;  ck  dont  408  " 
6k  792  font  les  extrêmes.  Or  (n)  ,  cette N.  j8*. 
fomme  1 5000  eft  égale  au  produit  de  celle 
des  extrêmes ,  multipliée  par  la  moitié  du 
nombre  des  termes.  Ainn"  ,  l'on  divife 
15000  par  la  fomme  1200  de  ces  deux 
extrêmes  ;  ck  le  quotient  1 2  -  eft  la  moitié 
du  nombre  des  termes,  Par  conféquent  ?  2  5 
font  le  premier  nombre  demandé. 

Le  fécond  des  deux  mêmes  nombres  de- 
mandés ,  eft  la  différence  d'une  progreftion 
arithmétique  dont  408  font  le  premier  ter- 
me ,  792  le  dernier  ,  ck  25  te  nombre  des 
termes.  Or  (n)  ,  ce  dernier  terme  792  eft:N.  jgy. 
égal  au  premier  terme  408,  plus  24  fois  la 
différence.  Ainn* ,  après  avoir  fouftrait  408 
de  792  ,  on  divife  par  24  le  refte  384  ;  ck 
le  quotient  16  eft  le  fécond  nombre  de- 
mandé. 

Donc  i  C.  Q.  F.  F. 

Question     V. 

591.    Une  Compagnie  efl  afjife  à  6  toifes 
\  de  dijlance  du  bout  d'une  allée  dont  les  ar- 
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bus  font  éloignés  de  3  toifes  ,  chacun  de 
chacun.  Un  jeune  homme  de  cette  même 
Compagnie  parie  100  louis  qu  en  moins  de 
deux  heures  ,  il  les  portera  tous  Vun  après 
Vautre  au  pied  de  chaque  arbre,  Devoit-il 
faire  ce  pari  ? 

Solution.  Puifque  l'endroit  d'où  il 
faudroit  porter  les  louis  eft  éloigné  de  6 
toifes  du  bout  de  l'allée,  le  parieur  parcour- 
rait 6  toifes  pour  porter  le  premier  louis 
au  pied  du  premier  arbre  ,  ck  les  6  mêmes 
toifes  pour  venir  prendre  le  fécond  louis. 
Ainfi  ,  il  auroit  12  toifes  à  parcourir  pour 
le  premier  louis. 

Pour  porter  le  fécond  louis  à  3  toifes 
plus  loin  que  le  premier ,  il  faudroit  par- 
courir 9  toifes ,  &  les  9  mêmes  toifes  pour 
venir  prendre  le  troisième  louis,  Ainfî ,  le 
parieur  auroit  18  toifes  à  parcourir  pour  le 
fécond  louis.  Ce  qui  feroit  6  toifes  de  plus 
que  pour  le  premier. 

Par  la  même  raifon  ,  pour  porter  le  troi- 
sième louis  &  venir  prendre  le  quatrième, 
il  faudroit  parcourir  6  toifes  de  plus  que' 
pour  le  fécond.  Et  ainfî  de  fuite. 

La  queftion  fe  réduit  donc  à  trouver  la 
fomme  de  tous  les  termes  d'une  progreflion 
arithmétique  qui  auroit    12  pour  premier 
terme  9  6   pour  différence,  ck  100  pourj 
nombre  des  termes. 
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Ainfi  ,  l'on  commence  par  chercher  (n)  n.  585. 
le  centième  terme  606  ;  &  on  lui  ajoute 
12.  On  multiplie  enfuite  la  fomme  618 
par  la  moitié  50  du  nombre  des  termes.  Le 
produit  30900  eft  (n)  la  fbmme  deman-N.  586. 
dée  ;  &  par  conféquent ,  le  nombre  des 
toifes  qu'il  auroit  fallu  parcourir  pour  ga- 
gner les  100  louis  du  pari. 

Or  ,  30900  toifes  font  prefque  1 5  lieues 
de  2500  pas  chacune;  ou  13  lieues  & 
demie  ,  de  2287  toifes  chacune. 

Donc,C.  Q.  F.  F. 

Question     VI. 

592.  On  a  prêté  100  louis  à  un  particu- 
lier _,  aux  conditions  que  dans  15  jours  il 
rendroit  1  louis  ;  que.  1  5  jours  après  il  ren- 
droit  3  louis  ;  que  1  5  autres  jours  après  ,  il 
f endroit  5  louis  ;  &  ainji  de  fuite.  En  corn- 
bien  de  quinzaines  rendra-t-il  les  1 00  louis? 

Solution.  Le  nombre  demandé  eft 
celui  des  termes  d'une  progreffion  arithmé- 
tique qui  a  100  pour  fornrne  de  tous  fes 
termes  ,  I  pour  premier  terme  5  &  2  pour 
différence.  Or  (n)  ,  cette  fomme  100  eftN.  58*. 
îgale  au  produit  de  celle  des  extrêmes  , 
multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  ter- 
nes. Mais ,  on  ne  connoît  ni  cette  fomme 
iles  extrêmes  ,  ni  cette  moitié  du  nombre 
les  termes. 
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Dans  cette  circonftance  ,  on  repréfente 
par  une  lettre  quelconque  ,  par  exemple 
par  la  lettre  x  9  le  nombre  des  termes  de- 
mandé. 

Or ,  fî  la  lettre  x  repréfente  le  nombre 
des  termes ,  x—i  repréfentera  le  quantième 
du  terme  qui  précède  le  dernier.  Ainfi  9 
après  avoir  multiplié  par#— 1  la  différence 
2  ,  on  ajoute  le  premier  terme  1  au  pro- 
N.  585.  duit  2x— 2;  &  la  fomme  ix—i  repréfente 
le  dernier  terme  (n).  A  ce  dernier  terme 
zxr— ï  on  ajoute  le  premier  terme  1  ,  &  la 
fomme  ix  repréfente  la  fomme  des  extrê- 
mes.   Enfin  ,    on   multiplie  -cette  fomme 

X 

;    ix  par  -  qui  repréfente  la  moitié  du  nom- 

liXX 

bre  des  termes  ;  &  le  produit  — — ,  c'eft-à- 

N.  586.  dire  xx  ,  repréfente  la  fomme  100  de  tou« 
les  termes  (n).  Or  ,  xx  indique  le  produil 
de  x  multiplié  par  lui-même.  Donc  ,  10c 
font  le  produit  du  nombre  des  termes  mul- 
tiplié auffi  par  lui-même.  Par  conféquenr, 
la  racine  quarrée  10  du  nombre  IOO,  ef1 
celui  des  quinzaines  demandé. 
Donc ,  C.  Q.  F.  F. 
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